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Íåìåöêîãî ìàòåìàòèêà Êàðëà Òåîäîðà Âèëüãåëüìà Âåéåðøòðàññà (1815�1897 ãã.)

íàçûâàþò îäíèì èç îñíîâîïîëîæíèêîâ ñîâðåìåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Â

êóðñå ìû óæå íåñêîëüêî ðàç âñòðå÷àëèñü ñ åãî ðåçóëüòàòàìè. Òåîðåìà 1, ïîëó÷åííàÿ

Âåéåðøòðàññîì, îòíîñèòñÿ ê ôóíäàìåíòàëüíûì ðåçóëüòàòàì àíàëèçà. Îíà ïîêàçû-

âàåò, ÷òî ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ äîñòàòî÷íî áîãàòî, äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü ëþáóþ

íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ ïîñðåäñòâîì ìíîãî÷ëåíîâ, à òàêæå ïîç-

âîëÿåò âûÿâèòü íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1 (Âåéåðøòðàññ, 1885 ã.) Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b],

òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí P ñî ñâîéñòâîì

max
x∈[a,b]

|f(x)− P (x)| < ε.

Èçâåñòíî íåñêîëüêî äîêàçàòåëüñòâ ýòîé òåîðåìû. Ìû ïðèâåäåì ìîäèôèöèðîâàí-

íûé âàðèàíò äîêàçàòåëüñòâà, ïðåäëîæåííûé óêðàèíñêèì è ñîâåòñêèì ìàòåìàòèêîì

Ñåðãååì Íàòàíîâè÷åì Áåðíøòåéíîì â 1912 ãîäó (Ñ.Í.Áåðíøòåéí. Äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû Âåéåðøòðàññà, îñíîâàííîå íà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé / Ñîáðàíèå ñî÷èíåíèé.

Ò. 1. Ì. : ÀÍ ÑÑÑÐ, 1952).

Ìíîãî÷ëåíû Áåðíøòåéíà

Ïóñòü Pn åñòü ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n. Áåðíøòåéí ðàññìîòðåë áàçèñ

ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùèé èç ìíîãî÷ëåíîâ âèäà

Bn,k(x) = Ck
nx

k(1− x)n−k, 0 6 k 6 n.

Ñåé÷àñ ýòè ìíîãî÷ëåíû íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè ìíîãî÷ëåíàìè (ïîëèíîìàìè) Áåðí-

øòåéíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ

Áåðíøòåéíà, êîòîðûå ìû ñåé÷àñ óñòàíîâèì.

1. Íà êîíöàõ îòðåçêà [0, 1] ìíîãî÷ëåí Bn,k ïðèíèìàåò ñâîå íàèìåíüøåå íà [0, 1]

çíà÷åíèå, Bn,k(0) = Bn,k(1) = 0. Â òî÷êå x = k/n ìíîãî÷ëåí Bn,k ïðèíèìàåò

ñâîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.
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2. Äëÿ âñåõ x ∈ R âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

n∑
k=0

Bn,k(x) =
n∑

k=0

Ck
nx

k(1− x)n−k = 1, (1)

n∑
k=0

kBn,k(x) =
n∑

k=0

kCk
nx

k(1− x)n−k = nx, (2)

n∑
k=0

(k − nx)2Bn,k(x) =
n∑

k=0

(k − nx)2Ck
nx

k(1− x)n−k = n(x− x2). (3)

3. Äëÿ âñåõ x ∈ R âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

n∑
k=0

(k − nx)2Bn,k(x) = n(x− x2) 6
n

4
. (4)

Ñâîéñòâî 1 ïðîâåðÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî è íàè-

ìåíüøåãî çíà÷åíèé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè íà îòðåçêå. Åãî äîêàçàòåëücòâî ìû

îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâ (1)�(3) îñíîâàíî íà ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà:

n∑
k=0

Ck
nx

kyn−k =
(
x+ y

)n
. (5)

Ïîäñòàâèâ â íåå y = 1 − x, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (1). Òåïåðü ïðîäèôôåðåíöèðóåì (5)

ïî x:
n∑

k=1

Ck
nkx

k−1yk = n
(
x+ y

)n−1
,

óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ íà x:

n∑
k=1

Ck
nkx

kyk = nx
(
x+ y

)n−1
, (6)

è âíîâü ïîäñòàâèì y = 1− x, ìû ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå (2). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì (6)

ïî x:
n∑

k=1

Ck
nk

2xk−1yk = n
((

x+ y
)n−1

+ x(n− 1)(x+ y)n−2
)
,

óìíîæèì íà x è è ïîäñòàâèì y = 1− x:

n∑
k=1

Ck
nk

2xk(1− x)k = nx(1 + x(n− 1)). (7)

×òîáû ïîëó÷èòü (3) îñòàåòñÿ ñëîæèòü (7)−(2)·2nx+(1)·(nx)2.
Íàêîíåö, íåðàâåíñòâî (4) ñëåäóåò èç (3) ñ ïîìîùüþ îöåíêè (x− x2) 6 1/4.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Âåéåðøòðàññà

1. Ñíà÷àëà äîêàæåì òåîðåìó äëÿ îòðåçêà [0, 1]. Äëÿ íåïðåðûâíîé íà [0, 1]ôóíêöèè

f ïîñòðîèì ìíîãî÷ëåíû

Pn(x) =
n∑

k=0

f
(
k
n

)
Bn,k(x), n ∈ N.

Ìíîãî÷ëåíû Pn íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè Áåðíøòåéíà äëÿ ôóíêöèè f. Îöåíèì ðàç-

íîñòü f(x)− Pn(x) äëÿ x ∈ [0, 1]. Ïðèìåíÿÿ ðàâåíñòâî (1), ìû ìîæåì íàïèñàòü

f(x)− Pn(x) = f(x)
n∑

k=0

Bn,k(x)−
n∑

k=0

f
(
k
n

)
Bn,k(x) =

n∑
k=0

(
f(x)− f

(
k
n

))
Bn,k(x).

Íàì íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü îöåíêó ïîñëåäíåé ñóììû, ðàâíîìåðíóþ ïî x ∈ [0, 1]. Äëÿ

ýòîãî ðàçäåëèì èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ k = 0, . . . , n íà äâà ìíîæåñòâà

K1 = K1(x) =
{
k :

∣∣ k
n
− x
∣∣ 6 1

4√n

}
=
{
k : (k − nx)2 6 n3/2

}
,

K2 = K2(x) =
{
k :

∣∣ k
n
− x
∣∣ > 1

4√n

}
=
{
k : (k − nx)2 > n3/2

}
.

Çàïèøåì

f(x)− Pn(x) = S1(x) + S2(x), |f(x)− Pn(x)| 6 |S1(x)|+ |S2(x)| ,

S1(x) =
∑
k∈K1

(
f(x)− f

(
k
n

))
Bn,k(x), S2(x) =

∑
k∈K2

(
f(x)− f

(
k
n

))
Bn,k(x).

Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0, 1], à çíà÷èò, åå ìîäóëü îãðàíè÷åí íà íåì

íåêîòîðûì ÷èñëîì M . Îöåíèì ñóììó S2 çà ñ÷åò îãðàíè÷åííîñòè f è îòíîñèòåëüíîé

ìàëîñòè ìíîãî÷ëåíîâ Bn,k â òî÷êå x ïðè k ∈ K2. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (4), ìû

ïîëó÷èì

|S2(x)| 6 2M
∑
k∈K2

Bn,k(x) = 2M
∑
k∈K2

(k − nx)2

(k − nx)2
Bn,k(x) 6

6 2M
∑
k∈K2

(k − nx)2Bn,k(x)

n3/2
= 2M

n(x− x2)

n3/2
6

M

2n1/2
.

×òîáû îöåíèòü ñóììó S1(x), ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

ωn = max
{∣∣f(x)− f

(
k
n

)∣∣ : x ∈ [0, 1],
∣∣x− k

n

∣∣ < 1
4√n

}
.
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Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà. Ïî-

ýòîìó, åñëè n→∞, òî 1
4√n → 0 è ωn → 0. Ïðèìåíÿÿ (1), èìååì

|S1(x)| 6 ωn

∑
k∈K1

Bn,k(x) 6 ωn

n∑
k=0

Bn,k(x) = ωn.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì îöåíêó

|f(x)− Pn(x)| 6 ωn +
M

2n1/2
,

ïðè÷åì âûðàæåíèå ñïðàâà íå çàâèñèò îò òî÷êè x ∈ [a, b].

Ïîñêîëüêó ωn → 0 ïðè n→∞, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî íàéòè íîìåð n òàê, ÷òîáû

ωn +
M

2n1/2 < ε.

Äëÿ îòðåçêà [0, 1] òåîðåìà äîêàçàíà.

2. ×òîáû ðàñïðîñòðàíèòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû íà ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê [a, b],

ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå x = a + (b − a)t îòðåçêà [0, 1] íà [a, b] è ôóíêöèþ g(t) =

f(a+(b−a)t). Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0, 1]. Äëÿ çàäàííîãî
ε > 0 íàéäåì ìíîãî÷ëåí P (t), äëÿ êîòîðîãî

max
t∈[0,1]

|g(t)− P (t)| < ε.

Ïîäñòàâëÿÿ t = (x− a)/(b− a), ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

max
x∈[a,b]

|f(x)− P ((x− a)/(b− a))| < ε.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî P ((x−a)/(b−a)) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ïåðåìåííîé x. Òàêèì

îáðàçîì, íóæíûé ìíîãî÷ëåí íàéäåí.

Âñþäó ïëîòíûå ìíîæåñòâà. Ñåïàðàáåëüíûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî 〈X, ‖ · ‖〉. Ìíîæåñòâî

A ⊂ X ïëîòíî âî ìíîæåñòâå B ⊂ X, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà b ∈ B ìîæíî íàéòè

ñêîëü óãîäíî áëèçêèé ê íåìó ýëåìåíò a ∈ A. À òî÷íåå, äëÿ ëþáîãî b ∈ B è ëþáîãî

ε > 0 íàéäåòñÿ a ∈ A òàêîé, ÷òî ‖b− a‖ < ε.

Ýòî æå îïðåäåëåíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è â òàêîé ôîðìå. Ìíîæåñòâî A ⊂ X

ïëîòíî â B, åñëè çàìûêàíèå A ñîäåðæèò B.

Åñëè B = X, ãîâîðÿò, ÷òî A âñþäó ïëîòíî (â X).

Îïðåäåëåíèå. Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî 〈X, ‖ ·‖〉, â êîòîðîì åñòü ñ÷åòíîå âñþ-

äó ïëîòíîå ìíîæåñòâî, íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì.
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Ñàìûé ïðîñòîé ïðèìåðîì ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà � ïðîñòðàíñòâî R ñ íîð-

ìîé ‖x‖ = |x|. C÷åòíûì âñþäó ïëîòíûì ìíîæåñòâî â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ,

íàïðèìåð, ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q. Ïëîòíîñòüþ ýòîãî ìíîæåñòâà â R ìû

ïîñòîÿííî ïîëüçóåìñÿ, êîãäà â ðàñ÷åòàõ çàìåíÿåì èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà áëèçêèìè

ê íèì ðàöèîíàëüíûìè.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C[a, b] íåïðåðûâíûõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå

[a, b], íàäåëåííîå íîðìîé

‖f‖ = ‖f‖C[a,b] = max
x∈[a,b]

|f(x)|. (8)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñõîäèìîñòü ïî íîðìå (8) åñòü ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íà îò-

ðåçêå [a, b]. Ïîýòîìó íîðìó (8) ÷àñòî íàçûâàþò ðàâíîìåðíîé íîðìîé. Òàêæå èñïîëü-

çóåòñÿ íàçâàíèå ¾÷åáûø¼âñêàÿ íîðìà¿ ïî èìåíè èçâåñòíîãî ðîññèéñêîãî ìàòåìàòèêà

Ïàôíóòèÿ Ëüâîâè÷à ×åáûø¼âà, êîòîðûé îäíèì èç ïåðâûõ íà÷àë èçó÷àòü ïðèáëèæå-

íèå ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè ïî ýòîé íîðìå.

Èç òåîðåìû Âåéåðøòðàññà ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî P = R[x] àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå C[a, b].

Ñëåäñòâèå. Ïðîñòðàíñòâî C[a, b] ñåïàðàáåëüíî. Â êà÷åñòâå ñ÷åòíîãî âñþäó ïëîò-

íîãî ìíîæåñòâà ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî Q ìíîãî÷ëåíîâ c ðàöèîíàëüíûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Pn � ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n c äåé-

ñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, à Qn � ïîäìíîæåñòâî Pn ìíîãî÷ëåíîâ c ðàöèîíàëü-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâîQn ñ÷åòíî è âcþäó ïëîò-

íî â Pn îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîé íîðìû íà [a, b]. Íî òîãäà ìíîæåñòâî Q òàêæå

ñ÷åòíî, êàê ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ, è ïëîòíî â P . Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî Q ïëîòíî è â C[a, b].

Çàäà÷è ê ëåêöèè

1. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå 〈X, ‖·‖〉 ìíîæåñòâî A ïëîò-

íî â B, à B ïëîòíî â X, òî A ïëîòíî â X.

2. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè A âñþäó ïëîòíî â 〈X, ‖ · ‖〉, òî ëþáîé ýëåìåíò x ∈ X

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû

x =
∞∑
k=0

ak, a ∈ A.
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Cõîäèìîñòü ðÿäà ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî∥∥∥∥x− n∑
k=0

ak

∥∥∥∥→ 0, n→∞.

3. ÏóñòüR[a, b] åñòü ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå
[a, b], íàäåëåííîå íîðìîé

‖f‖1 =
∫ b

a

|f(x)|dx.

Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ P âñþäó ïëîòíî â R[a, b], äðóãèìè ñëîâàìè,

äîêàæèòå àíàëîã òåîðåìû Âåéåðøòðàññà äëÿ ïðîñòðàíñòâà R[a, b].
4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà íà [0, 1], è ìîäóëü åå ïðîèçâîäíîé îãðà-

íè÷åí ÷èñëîì L. Îöåíèòå ñêîðîñòü ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f ìíîãî÷ëåíàìè Pn, ò. å.

ïîëó÷èòå îöåíêó âèäà

‖f − Pn‖C[a,b] 6 cn(L),

ãäå âåëè÷èíà cn(L) çàâèñèò òîëüêî îò n è L, è ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè n→∞.
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