
Âîïðîñû ê ýêçàìåíó ïî ÒÔÊÏ
ÌÒ-3 (2014�2015)

1. Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü. Ôóíêöèÿ eiϕ, ϕ ∈ R. Àë-
ãåáðàè÷åñêàÿ, òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ, ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôîðìû çàïèñè êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà.

2. Íîðìà â C. Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ñâÿçü ñî
ñõîäèìîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé ìîäóëåé è àðãóìåíòîâ. Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè.

3. Ðàñøèðåííàÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü C. Ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ, ñôå-
ðà Ðèìàíà. Îáðàçû ïðÿìûõ è îêðóæíîñòåé ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåê-
öèè íà ñôåðó Ðèìàíà. Ìåòðèêà â C.

4. Ïóòè è êðèâûå â C (îïðåäåëåíèÿ).

5. Ñâÿçíîñòü è ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ìíîæåñòâ. Ýêâèâàëåíòíîñòü ñâÿçíîñòè è
ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè äëÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà. Îáëàñòü, ìíîãîñâÿçíûå è
îäíîñâÿçíûå îáëàñòè. Òåîðåìà Æîðäàíà (ôîðìóëèðîâêà).

6. Êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ïðåäåë è íåïðå-
ðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå.

7. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè â òî÷êå. Êðèòåðèé äèôôåðåíöèðóåìîñòè
ôóíêöèè â òî÷êå, óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà.

8. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Ãàðìîíè÷íîñòü âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè. Âîññòàíîâëåíèå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â îäíî-
ñâÿçíîé îáëàñòè ïî åå âåùåñòâåííîé èëè ìíèìîé ÷àñòè.

9. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ è àðãóìåíòà ïðîèçâîäíîé. Îïðåäåëåíèå êîí-
ôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ.

10. Ôóíêöèÿ ez. Îïðåäåëåíèå; ñâîéñòâà; îòîáðàæåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìûå ez; îá-
ëàñòè îäíîëèñòíîñòè.

11. Îáùèå ñîîáðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îä-
íîëèñòíîñòü. Òåîðåìà î ñîõðàíåíèè îáëàñòè è ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîé
ôóíêöèè ïðè îäíîëèñòíîì îòîáðàæåíèè.

12. Ôóíêöèÿ Ln z. Îïðåäåëåíèå; ñâîéñòâà; îäíîçíà÷íûå âåòâè. Âçàèìîäåéñòâèå
âåòâåé Ln z.

13. Ôóíêöèÿ zn. Îïðåäåëåíèå; ñâîéñòâà; îòîáðàæåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìûå zn; îá-
ëàñòè îäíîëèñòíîñòè.

14. Ôóíêöèÿ n
√
z. Îïðåäåëåíèå; ñâîéñòâà; îäíîçíà÷íûå âåòâè. Âçàèìîäåéñòâèå

âåòâåé n
√
z è ïîâåðõíîñòü Ðèìàíà.

15. Îáùåå ñòåïåííîå âûðàæåíèå. Îïðåäåëåíèå, ñâîéñòâà.

16. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Îïðåäåëåíèå, ïåðèîäè÷íîñòü, íóëè. Îïðåäå-
ëåíèå è îäíîçíà÷íûå âåòâè îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.



17. Ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî.

18. Äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Ñâîéñòâà: ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, ãðóïïîâîå
ñâîéñòâî, êîíôîðìíîñòü, êðóãîâîå ñâîéñòâî, ñîõðàíåíèå ñèììåòðèè òî÷åê,
îòîáðàæåíèå êðóãîâûõ îáëàñòåé, ïîñòðîåíèå ïî òðåì òî÷êàì, ñóùåñòâîâàíèå
äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ îäíîé êðóãîâî îáëàñòè íà äðóãóþ.

19. Îáùèé âèä äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè íà åäè-
íè÷íûé êðóã ñ öåíòðîì â íóëå, åäèíè÷íîãî êðóãà íà åäèíè÷íûé êðóã, âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

20. Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ñâÿçü èíòåãðàëà îò
ôóíêöèè ïî êðèâîé ñ êðèâîëèíåéíûìè èíòåãðàëàìè âòîðîãî ðîäà îò âåùå-
ñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé ôóíêöèè. Ñâîéñòâà èíòåãðàëà.

21. Ëåììà îá àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëà ïî êðèâîé èíòåãðàëîì ïî ëîìàíîé.

22. Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ñâÿçü èíòåãðàëà îò
ôóíêöèè ïî êðèâîé ñ êðèâîëèíåéíûìè èíòåãðàëàìè âòîðîãî ðîäà îò âåùå-
ñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé ôóíêöèè.

23. Ïåðâîîáðàçíàÿ, ôîðìóëà Íüþòîíà �Ëåéáíèöà.

24. Ýêâèâàëåíòíîñòü ñâîéñòâ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâîîáðàçíîé, ðàâåíñòâà íóëþ èí-
òåãðàëà ïî çàìêíóòîìó ïóòè è íåçàâèñèìîñòè èíòåãðàëà îò ïóòè èíòåãðèðî-
âàíèÿ.

Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Êîøè

25. Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Êîøè äëÿ òðåóãîëüíîãî êîíòóðà. Èíòåãðàëüíàÿ òåî-
ðåìà Êîøè äëÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè.

26. Îáîáùåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Êîøè (äëÿ èíòåãðàëà ïî ãðàíèöå îäíî-
ñâÿçíîé îáëàñòè, ôîðìóëèðîâêà). Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Êîøè äëÿ çâåçäíîé
îáëàñòè.

27. Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Êîøè äëÿ ñèñòåìû êîíòóðîâ (ôîðìóëèðîâêà è èäåÿ
äîêàçàòåëüñòâà).

28. Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè. Îáîáùåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè
(ôîðìóëèðîâêà). èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè äëÿ ñèñòåìû êîíòóðîâ (ñ äî-
êàçàòåëüñòâîì íà îñíîâå èíòåãðàëüíîé òåîðåìû Êîøè äëÿ ñèñòåìû êîíòó-
ðîâ).

29. Òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè.

30. Èíòåãðàë òèïà Êîøè. Áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü èíòåãðàëà òèïà
Êîøè. Áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè.

31. Òåîðåìà Ìîðåðà.



Ñòåïåííûå ðÿäû, ðÿäû Ëîðàíà

32. Ðÿäû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû. Ìàæîðàíòíûé ïðèçíàê
Âåéåðøòðàññà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà. Ïî÷ëåííîå
èíòåãðèðîâàíèå ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.

33. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà âíóòðè îáëàñòè. Êðèòåðèé
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè âíóòðè îáëàñòè.

34. Ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.

35. Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäàõ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé.

36. Ñòåïåííîé ðÿä, ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà. Òåîðåìà Êîøè�
Àäàìàðà.

37. Òåîðåìà Êîøè î ðàçëîæåíèè àíàëèòè÷åñêîé (ãîëîìîðôíîé) ôóíêöèè â ñòå-
ïåííîé ðÿä.

38. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ äëÿ öåëûõ ôóíêöèé.

39. Ñâîéñòâà ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ýêâèâàëåíòíûå àíàëèòè÷íî-
ñòè.

40. (Âíóòðåííÿÿ) òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

41. Ðÿäû Ëîðàíà. Êîëüöî ñõîäèìîñòè. Õàðàêòåð ñõîäèìîñòè è ñâîéñòâà ñóììû
ðÿäà Ëîðàíà â êîëüöå ñõîäèìîñòè.

42. Òåîðåìà Ëîðàíà î ðàçëîæåíèè àíàëèòè÷åñêîé â êîëüöå ôóíêöèè â ðÿä Ëî-
ðàíà.

Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè. Òåîðåìà

Êîøè î âû÷åòàõ

43. Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè. Õàðàêòåðèçàöèÿ
óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êè.

44. Õàðàêòåðèçàöèÿ ïîëþñà.

45. Íóëè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè. Õàðàêòåðèçàöèÿ íóëÿ (âìåñòå ñî âñïîìîãà-
òåëüíûìè óòâåðæäåíèÿìè). Ñâÿçü ìåæäó íóëÿìè è ïîëþñàìè.

46. Õàðàêòåðèçàöèÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êè. Òåîðåìà Ñîõîöêîãî. Áîëüøàÿ
òåîðåìà Ïèêàðà (ôîðìóëèðîâêà).

47. Áåñêîíå÷íîñòü êàê èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà.

48. Âû÷åòû. Òåîðåìà Êîøè î âû÷åòàõ.

49. Âû÷èñëåíèå âû÷åòà îòíîñèòåëüíî ïîëþñà. Òåîðåìà î ñóììå âû÷åòîâ.

50. Óòâåðæäåíèå î ïðåäåëå èíòåãðàëà ïî äóãå îêðóæíîñòè, êîãäà ðàäèóñ îêðóæ-
íîñòè ñòðåìèòñÿ ê 0 èëè ê ∞. Ëåììà Æîðäàíà.

51. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ âèäà
1

2πi

∫
Γ

ϕ(z)
f ′(z)

f(z)
dz.

52. Ëîãàðèôìè÷åñêèé âû÷åò. Ïðèíöèï àðãóìåíòà.



53. Òåîðåìà Ðóøå î íóëÿõ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè.

Ãåîìåòðè÷åñêèå âîïðîñû ÒÔÊÏ

54. Ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè (âìåñòå ñ ëåììîé).

55. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ äëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè. Ñëåäñòâèå. Ïðèí-
öèï ìàêñèìóìà�ìèíèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

56. Êðèòåðèé ëîêàëüíîé îäíîëèñòíîñòè.

57. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îäíîëèñòíîñòè. Ñîîòâåòñòâèå ãðàíèö ïðè êîíôîðìíîì
îòîáðàæåíèè.

58. Ïîíÿòèå î òåîðåìå Ðèìàíà.

59. Ïðèíöèï ñèììåòðèè Ðèìàíà �Øâàðöà.

60. Íåïîñðåäñòâåííîå àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå. Ïðàâèëüíûå è îñîáûå òî÷-
êè ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé â êðóãå. Ñóùåñòâîâàíèå îñîáîé òî÷êè ñóììû
ñòåïåííîãî ðÿäà íà ãðàíèöå êðóãà ñõîäèìîñòè.

61. Îòîáðàæåíèå ïîëóïëîñêîñòè íà ïðÿìîóãîëüíèê.

Äëÿ òåõ, êòî ñäàë êîëëîêâèóì, ñ ýêçàìåíà ñíèìàþòñÿ äîêàçàòåëüñòâà âîïðîñîâ
1�6, 9�21.



Ïðèìåðû îáÿçàòåëüíûõ çàäà÷ íà âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ

1.

∫
|z|=5

zdz

(ez − 1)2

2.

∫
|z|=4

dz

sin z(ch 2z + 1)

3.

∫
|z|=5

dz

cos z(1− sin z)

4.

∫
|z|=2

z cos
z

z + 1
dz

5.

∫
|z|=1

z · sin z · sin 1

2z
dz

6.

∫
|z|=2

z3

z + 1
e1/z dz

7.

∫ π

0

cos2 ϕ

1− a sin2 ϕ
dϕ, 0 < a < 1

8.

∫ +∞

0

x sinx

x4 + 5x2 + 4
dx

9.

∫ +∞

−∞

x cosx

x2 − 2x+ 10
dx

10.

∫ +∞

−∞

cos 2x

(x2 + a2)2
dx, a > 0

11.

∫ ∞

0

sin(2x− 2)

(x− 1)(x2 + a2)
dx, a > 0

12.

∫ +∞

0

x− sinx

x3(x2 + 1)
dx



Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

1. Ïóñòü ôóíêöèè f(z), g(z) � àíàëèòè÷åñêèå â òî÷êå a è f(a) = g(a) = 0.
Äîêàæèòå, ÷òî

lim
z→a

f(z)

g(z)
= lim

z→a

f ′(z)

g′(z)
, (1)

lim
z→a

f(z)

g(z)
= lim

z→a

g′(z)f 2(z)

f ′(z)g2(z)
.

Âåðíî ëè ðàâåíñòâî (1), åñëè òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì f è g?

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè z = eiϕ, ϕ ∈ [0, 2π) \ {π/2, 3π/2}, òî

4

π
Re arctg z =

2

π
arg

i− z
i+ z

= sign cosϕ.

3. Âûäåëèòå îäíîçíà÷íûå àíàëèòè÷åñêèå âåòâè ôóíêöèè (z2 − 1)1/2 â îáëàñòè
|z| > 1. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ (z2 − 1)1/3 íå èìååò îäíîçíà÷íûõ àíàëèòè-
÷åñêèõ âåòâåé â ýòîé îáëàñòè.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = z2 + 2z + 7 îäíîëèñòíà â êðóãå |z| < 1.

5. Íàéäèòå ÷èñëî êîðíåé óðàâíåíèÿ z6 − 6z + 10 = 0 â îáëàñòè |z| > 1.

6. Äîêàçàòü, ÷òî êàê áû ìàëî íè áûëî ρ > 0, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n âñå
íóëè ôóíêöèè

fn(z) = 1 +
1

z
+

1

2!z2
+ · · ·+ 1

n!zn

íàõîäÿòñÿ â êðóãå |z| < ρ.

7. Ïóñòü h(z) � ïîëèíîì ñòåïåíè òî÷íî m, h(z) 6= 0, |z| = 1, ïðè îáõîäå |z| = 1
â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè Arg h(z)z−m/2 óâåëè÷èâàåòñÿ íà mπ. Äîêà-
æèòå, ÷òî h èìååò âñå m êîðíåé â êðóãå |z| < 1.

8. Äîêàæèòå ëåììó Øâàðöà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â êðóãå K : |z| < 1,
f(0) = 0 è |f(z)| ≤ 1, |z| < 1, òîãäà

|f(z)| ≤ |z|, |z| < 1, |f ′(0)| ≤ 1.

Ðàâåíñòâî â ïåðâîì íåðàâåíñòâå â òî÷êàõ 0 < |z| < 1 è ðàâåíñòâî âî âòîðîì
íåðàâåíñòâå èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(z) = eiαz.

9. Ïóñòü f � öåëàÿ ôóíêöèÿ è Re f(z) ≤ M äëÿ âñåõ z ∈ C. Äîêàæèòå, ÷òî
f ≡ const â C.

10. Äîêàæèòå òåîðåìó Ëèóâèëëÿ äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Åñëè u ãàðìî-
íè÷íà â C è îãðàíè÷åíà ñâåðõó (ñíèçó), òî u ≡ const â C.



11. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ u(x, y) ãàðìîíè÷íà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè
Π = {z : Re z > 0}, íåïðåðûâíà çàìêíóòîé ïîëóïëîñêîñòè Π = {z : Re z ≥
0}, îãðàíè÷åíà â Π è u(x, 0) = 0, òî u òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ â Π.

12. Äîêàæèòå òåîðåìó î ñðåäíåì çíà÷åíèè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé: åñëè
ôóíêöèÿ u(z) = u(x, u) ãàðìîíè÷íà â êðóãå |z − z0| < r, òî äëÿ ëþáîãî ρ,
0 < ρ < r, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

u(z0) =
1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + ρeiϕ)dϕ =
1

2πρ

∫
|z−z0|=ρ

u(z)dz.

13. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f(z) àíàëèòè÷íà è íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â îáëàñòè G,
òî ln |f(z)| ãàðìîíè÷íà â G.

14. Ïîëó÷èòå îñíîâíóþ òåîðåìó àëãåáðû êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû Ëèóâèëëÿ.

15. Ïóñòü ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â îáëàñòè G çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ìíî-
æåñòâà E, ñîñòîÿùåãî èç ïîëþñîâ è ñ. î. ò f , ôóíêöèÿ f îäíîëèñòíà â G \E.
Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå E ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîãî ïðîñòîãî ïîëþñà.

16. Ïóñòü f àíàëèòè÷íà â îáëàñòè G è ïðèíèìàåò â G âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ.
Äîêàæèòå, ÷òî f òîæäåñòâåííî ðàâíà êîíñòàíòå â G.

17. Ïóñòü f àíàëèòè÷íà â îáëàñòè G è |f(z)| ≡ const â G. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà
è f òîæäåñòâåííî ðàâíà êîíñòàíòå â G.

18. Ïóñòü f àíàëèòè÷íà â îáëàñòè G è äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ G íàéäåòñÿ òàêîå
n, ÷òî f (n)(z) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî f � ìíîãî÷ëåí.

19. Ïóñòü f(z) = anz
n+an−1z

n−1+· · ·+a1z+a0 è |f(z)| ≤M, |z| = 1. Äîêàæèòå,
÷òî |ak| ≤M, 0 ≤ k ≤ n.

20. Ïóñòü f � öåëàÿ è |f(z)| ≤ |z|2 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ z. Äîêàæèòå, ÷òî
f � ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè.

21. Ïóñòü Γ � çàìêíóòàÿ æîðäàíîâà ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ, ïîëîæèòåëüíî îðèåí-
òèðîâàííàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó 2 + 3i è

G(z) =
1

2πi

∫
Γ

cos ζ

ζ − z
dζ.

Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ ïðåäåëîâ

lim
z→2+3i
z∈VΓ

G(z), lim
z→2+3i

z∈C\{Γ∪VΓ}

G(z).

(VΓ � âíóòðåííîñòü êðèâîé Γ).



22. Ïóñòü f àíàëèòè÷íà è îãðàíè÷åíà ÷èñëîì M â çàìêíóòîì êðóãå |z| ≤ 1.
Äîêàæèòå, ÷òî

|f (n)(z)| ≤ n!M

(1− |z|)n
, |z| < 1.

23. Ïóñòü f àíàëèòè÷íà â îáëàñòè G è èìååò íóëè z1, . . . zm êðàòíîñòè ν1, . . . , νm
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêàÿ â G ôóíêöèÿ g
òàêàÿ, ÷òî

f(z) = (z − z1)
ν1 · · · (z − zm)νmg(z).

24. (Ôîðìóëà Êîøè äëÿ áåñêîíå÷íîé îáëàñòè) Ïóñòü Γ � çàìêíóòàÿ, æîðäàíî-
âàÿ, ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ, ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ îòíîñèòåëüíî VΓ,
îáëàñòü D ñîäåðæèò C \ VΓ, ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â îáëàñòè D è

lim
z→∞

f(z) = A.

Äîêàæèòå, ÷òî

1

2πi

∫
Γ

f(ζ)

ζ − z
dζ =

{
−f(z) + A, z ∈ C \ {VΓ ∪ Γ},
A, z ∈ VΓ.

25. Ïóñòü f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì çàäà÷è 24 è ∞ åñòü íóëü f , êðàòíîñòè íå
ìåíåå 2. Òîãäà ∫

Γ

f(z)dz = 0.

26.

∫ ∞

0

lnx dx

x2 + 16

27.

∫ ∞

0

dx

x2/7(x2 + 1)

28.

∫ ∞

0

xα−1

x+ 1
dx, 0 < α < 1

29.

∫ ∞

0

dx

(x+ a)(ln2 x+ π2)
, a > 0

30. Íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ñèììåòðèè Ðèìàíà �Øâàðöà ïîñòðîéòå àíàëèòè÷å-
ñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè ln |z|+ i arg z, 0 ≤ arg z ≤ π ÷åðåç ëó÷ x < 0.

31. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû Ðóøå. Ïóñòü Γ åñòü çàìêíóòàÿ,
æîðäàíîâàÿ, ñïðÿìëÿåìàÿ, ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ, ëåæà-
ùàÿ â îáëàñòè G âìåñòå ñî ñâîåé âíóòðåííîñòüþ VΓ. Ôóíêöèè f, g ìåðî-
ìîðôíû â G (ò. å. àíàëèòè÷íû â G çà èñêëþ÷åíèåì ïîëþñîâ), íå èìåþò
ïîëþñîâ íà Γ è |g(z)| < |f(z)|, z ∈ Γ. Òîãäà Nf − Pf = Nf+g − Pf+g, ãäå
Nf îáîçíà÷àåò ÷èñëî íóëåé f â VΓ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, Nf îáîçíà÷àåò ÷èñëî
ïîëþñîâ f â VΓ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè.



32. Ïóñòü f(z) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîëþñàìè a1, . . . , am, ñðåäè êîòîðûõ
íåò öåëûõ ÷èñåë, |f(z)| ≤ C

z2 ïðè z →∞. Äîêàçàòü, ÷òî

lim
N→∞

N∑
n=−N

f(n) = −
m∑
k=1

Res
z=ak

(f(z)π ctg πz).

Óêàçàíèå. Ïóñòü ΓN åñòü ãðàíèöà êâàäðàòà ñ âåðøèíàìè (N + 1/2)(1 + i),
(N + 1/2)(−1 + i), (N + 1/2)(−1− i), (N + 1/2)(1− i), N ∈ N.
1) Ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà M òàêàÿ, ÷òî |π ctg(πz)| ≤ M äëÿ
âñåõ N è âñåõ z ∈ ΓN .

2) Äîêàçàòü, ÷òî

lim
N→+∞

∫
|z|=N+1/2

f(z)π ctg πzdz = 0.

3) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë èç ï. 2 ïî òåîðåìå Êîøè î âû÷åòàõ.

33. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò çàäà÷è 32, íàéòè ñóììû ðÿäîâ

∞∑
n=−∞

1

n2 + 1
,

∞∑
n=−∞

1

(n− 1/2)2
,

∞∑
n=1

1

n2
.

34. Ïóñòü a > 0, g ∈ L2[−a, a],

f(z) =
1√
2π

∫ a

−a
g(x)eizxdx. (2)

Äîêàæèòå, ÷òî f(z) � öåëàÿ ôóíêöèÿ è äëÿ íåêîòîðîãî C

|f(z)| ≤ Cea|z|, z ∈ C. (3)

(Ýòî óòâåðæäåíèå åñòü ÷àñòü òàê íàçûâàåìîé òåîðåìû Âèíåðà �Ïýëè. Ñàìà
òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî öåëàÿ ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (3)
è f(x) ∈ L2(R), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
(2).)


