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×èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1. Îïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðåäåëà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè.

2. Ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

1) åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà;

2) îãðàíè÷åííîñòü ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè;

3) ñîõðàíåíèå ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè èçìåíåíèè , îòáðàñûâà-
íèè, äîáàâëåíèè, êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè;

4) ñîõðàíåíèå çíàêà ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íåíóëåâûì ïðåäåëîì;

5) íåðàâåíñòâà ìåæäó ïðåäåëàìè;

6) ïðàâèëî äâóõ ìèëèöèîíåðîâ.

3. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ñõîäÿùèìèñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè.

4. Áåñêîíå÷íî ìàëàÿ è áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èõ ñâîéñòâà.

5. Ïðåäåë ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

6. Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

7. Îïðåäåëåíèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷àñòè÷íîãî ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

8. Õàðàêòåðèçàöèÿ ÷àñòè÷íîãî ïðåäåëà.

9. Òåîðåìà Áîëüöàíî �Âåéåðøòðàññà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

10. Òåîðåìà î âåðõíåì ïðåäåëå. (Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà ñâåðõó è íå
ñõîäèòñÿ ê −∞. Òîãäà òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà åå ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ñàìà
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì)

Íåêîòîðûå òîïîëîãè÷åñêèå ïîíÿòèÿ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé

1. Âíóòðåííÿÿ, âíåøíÿÿ, ãðàíè÷íàÿ, èçîëèðîâàííàÿ, ïðåäåëüíàÿ, òî÷êà ìíîæåñòâà.

2. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî, îòêðûòîñòü îáúåäèíåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ, îòêðûòîñòü ïðåñå÷åíèÿ êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.

3. Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, çàìêíóòîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà çàìêíó-
òûõ ìíîæåñòâ, çàìêíóòîñòü ïðåñå÷åíèÿ êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

4. Õàðàêòåðèçàöèÿ ïðåäåëüíîé òî÷êè ìíîæåñòâà.

5. Òåîðåìà Áîëüöàíî �Âåéåðøòðàññà äëÿ ìíîæåñòâ.

Çàäà÷è

1. Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëåíèå (1) ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ê ÷èñëó a ∈ R
ðàâíîñèëüíî îïðåäåëåíèÿì (2) è (3):

∀ ε > 0 ∃N ∀n > N (|xn − a| < ε) (1)

∀α < a < β ∃N1 ∀n > N1 (xn ∈ (α, β)) (2)

∀m ∈ N ∃N2 ∀n > N2 (|xn − a| <
1

m
) (3)



2. Çàïèøèòå â êâàíòîðàõ ñëåäóþùèå óòâåðæåíèÿ:

(a) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà;
(b) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íåîãðàíè÷åíà;
(c) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íå ñõîäèòñÿ ê (äàííîìó) ÷èñëó a ∈ R;
(d) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ðàñõîäèòñÿ (ò. å. íå ñõîäèòñÿ íè ê êàêîìó ÷èñëó a ∈ R);
(e) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé;

(f) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé;

(g) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íå óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ Êîøè.

3. Êàêîå ñâîéñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è ÷èñëà a îïèñûâàåò ñëåäóþùåå âûñêàçû-
âàíèå:

∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∃n > N |xn − a| < ε?

4. Êàêîå ñâîéñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è ÷èñëà a îïèñûâàåò ñëåäóþùåå âûñêàçû-
âàíèå:

∃N ∈ N ∀ ε > 0 ∀n > N |xn − a| < ε?

5. Äîêàæèòå, ÷òî îòáðàñûâàíèå êîíå÷íî ÷èñëà ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå âëèÿåòñÿ
íà ñâîéñòâî ñõîäèìîñòè è çíà÷åíèå ïðåäåëà.

6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè xn → a, òî |xn| → |a|. Âåðíî ëè îáðàòíîå (ò. å åñëè |xn| → |a|, òî
xn → a)?

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè xn → a, òî x2n → a2, x3n → a3.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè xn → a, yn → b è a < b, òî ∃n0, n > n0 xn < yn.

7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè xn →∞, òî {xn} íåîãðàíè÷åííà. Âåðíî ëè îáðàòíîå?

8. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn → a ∈ R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {xn − a} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ñâîéñòâà 5) è 6) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñõîäÿùèõñÿ ê êîíå÷íîìó ïðå-
äåëó, ñïðàâåäëèâû è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñõîäÿùèõñÿ ñ êîíå÷íîìó ïðåäåëó èëè
ê +∞, −∞.

10. Äîêàæèòå ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn → +∞, åñëè

xn = n6+1, xn = n6+n+1, xn = n6−n5+1, xn = n cos
1

n
, xn =

n2 +
√
n+ 1

n+ 1
.

11. Äîêàæèòå ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëü-
øîé, åñëè

xn = −n6+10, xn = n6−100n+1, xn = (−1)n(n6−n5+1), xn = (−1)nn cos 1/n.

12. Äîêàæèòå ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé,
åñëè

xn =
1

n6 + 1
, xn =

n

n6 +
√
n+ 1

, xn =
n

n5/2 + n+ 1
cos 1/n, xn =

n

3n
.

13. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé, à ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {yn} ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó a 6= 0, òî {xnyn} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé.



14. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ, à {yn} ñòðåìèòñÿ ê +∞, òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn + yn} ñòðåìèòñÿ ê +∞.

15. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn}, {yn} ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) xn → +∞, yn → +∞ è

xn − yn → 0, xn − yn → 3, xn − yn → +∞, xn − yn → −∞,

xn − yn íå èìååò íè êîíå÷íîãî, íè áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà,
xn
yn
→ 0,

xn
yn
→ 3,

xn
yn
→ +∞,

xn
yn

íå èìååò íè êîíå÷íîãî, íè áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà.

2) xn → 0, yn → 0 è
xn
yn
→ 0,

xn
yn
→ 3,

xn
yn
→ +∞,

xn
yn

íå èìååò íè êîíå÷íîãî, íè áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà.

3) xn →∞, yn → 0 è

xnyn → 0, xnyn →∞, xnyn íå èìååò íè êîíå÷íîãî, íè áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà.

16. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó î ïðåäåëå óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

17. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = (1 + 1/n)n, n ∈ N, ñòðîãî âîçðàñòàåò.

18. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ êîòîðîé åñòü

1) {1, 2, 3};
2) N;
3) [0, 2];

4) R;
5) {1/n | n ∈ N} ∪ {0}.

19. Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìåþùàÿ ìíîæåñòâîì (âñåõ) ÷àñòè÷íûõ ïðåäå-
ëîâ

1) {1/n | n ∈ N};
2) [0, 1)?

20. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàìêíóòî.

21. Äîêàæèòå, ÷òî íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî áîëüøóþ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

22. Íàéäèòå âíóòðåííèå, âíåøíèå, ãðàíè÷íûå, èçîëèðîâàííûå, ïðåäåëüíûå, òî÷êè ìíî-
æåñòâà E

1) E = (0, 1];

2) E = (0, 1] ∪ {10};
3) E = {1/n | n ∈ N};
4) E = Q ∩ [0, 1];

5) E = {sin 1/x | x ∈ [−1, 1];
6) E =

{
m
2k
| k ∈ N, 0 < m < 2k

}
.



23. Ïóñòü E ⊂ R. Äîêàæèòå, ÷òî

ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê E çàìêíóòî;

ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê E çàìêíóòî;

ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê E îòêðûòî.

24. Ïóñòü E ′ � ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê E, à E ′′ � ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê E ′.
Êàê ñâÿçàíû E ′ è E ′′?

25. Êàê ñâÿçàíî ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ìíîæåñòâî ïðå-
äåëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?


