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Уральский государственный университет им. А. М. Горького 

Математико-механический факультет 

Магистратура 

 

Магистерская программа 
511201 – Математический анализ 

 
I. Аннотация программы 

II. Программы курсов (дисциплины направления и дисциплины специализации) 
III. Программа вступительного экзамена 
IV. Программа выпускного экзамена 

 
I. АННОТАЦИЯ ПРОГРАММЫ 
 
Магистерская программа будет реализовываться кафедрой математического анализа и теории 
функций УрГУ (КМАиТФ) с привлечением курсов других кафедр математико-механического 
факультета: вычислительной математики (КВМ), прикладной математики (КПМ), алгебры и 
дискретной математики (КАДМ).  

 
ХАРАКТЕРИСТИКА НАУЧНО-ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОЙ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ  
ПО ЗАЯВЛЕННОЙ МАГИСТЕРСКОЙ ПРОГРАММЕ 
 
Программа будет реализовываться на базе научных исследований, проводимых на кафедре в 
сотрудничестве с тремя отделами Института математики и механики УрО РАН: теории 
приближения функций, аппроксимации и приложений и отделом уравнений математической 
физики. Научные исследования кафедры поддержаны несколькими грантами. 
 
ТЕМАТИКА НАУЧНЫХ ИССЛЕДОВАНИЙ 
 
Экстремальные задачи теории функций и операторов (доктора ф.-м. н. В. В. Арестов, 
А. Г. Бабенко, В. М. Бадков, Н. И. Черных, член.-корр. РАН Ю. Н. Субботин, к. ф.-м. н. 
Н.Ю.Антонов, П.Ю.Глазырина, С.Н.Васильев,  А. В. Мариинов). Наилучшее восстановление 
неограниченных (и ограниченных) операторов при неполной информации относительно 
элементов; точные неравенства между нормами производных функций (неравенства 
Колмогорова). Аппроксимативные и экстремальные свойства тригонометрических полиномов, 
алгебраических многочленов, целых функций одного и нескольких переменных; 
асимптотические и аппроксимативные свойства ортогональных полиномов; сходимость рядов 
Фурье; экстремальные задачи для положительно определенных функций с применением к 
исследованию сферических кодов. Вопросы устойчивости элементов наилучшего 
приближения. Аппроксимативные и экстремальные свойства одномерных и многомерных 
сплайнов, включая аппроксимацию кусочно-полиномиальными функциями, связанную с 
методом конечных элементов; применение метода конечных элементов в задачах  численного 
решения уравнений в частных производных  и др. задачах науки и техники. Развитие теории 
всплесков (вейвелетов) и их приложений к проблемам сжатия и обработки информации,  
управления излучением антенн, диагностики заболеваний. Фракталы (сжатие изображений, 
аппроксимация функций). Приложения методов теории аппроксимации.  
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Дифференциально-операторные уравнения; стохастические задачи; некорректные 
задачи. Обобщенные функции (д. ф.-м. н. И. В. Мельникова, к. ф.-м. н. У.А.Ануфриева). 
Исследование корректности дифференциально-операторных задач, в частности, важной 
абстрактной задачи Коши в банаховых пространствах и пространствах распределений 
(обобщенных функций). Современная теория полугрупп операторов; полугрупповые методы 
построения классических,  регуляризованных и обобщенных решений. Построение 
регуляризирующих операторов для некорректных дифференциальных задач; связь между 
полугрупповыми методами и методами регуляризации некорректных задач. Постановка, 
исследование и решение задач с учетом случайных воздействий (в форме белого шума и 
винеровских процессов), называемых стохастическими задачами; к необходимости решения 
таких задач приводят многочисленные модели, возникающие в физике, биологии и экономике. 
Некоторые вопросы современной теории обобщенных функций, в том числе, новая теория 
абстрактных стохастических распределений  в применении к решению стохастических  задач.  
Решение задач финансовой математики на основе теории и методов стохастических 
уравнений. 
 
Асимптотические проблемы и методы (академик РАН А. М. Ильин, д. ф.-м. н. 
А. Р. Данилин). Асимптотический анализ бисингулярных задач математической физики (на 
основе метода согласования асимптотических разложений); асимптотические разложения 
решений обыкновенных дифференциальных уравнений и систем, сингулярно и бисингулярно 
зависящих от малых параметров; асимптотические разложения многомерных интегралов, 
зависящих от малых параметров, с различными формами вырождения подынтегральных 
выражений. Асимптотические разложения интегралов, зависящих от параметров; 
асимптотические разложения характеристик задач оптимального управления; 
асимптотические разложения решений систем уравнений в частных производных.  
 
Обратные задачи геофизики (член.-корр. РАН П. С. Мартышко). Теория и методы решений 
обратных задач математической физики; интерпретация физических полей Земли; 
геодинамика и глубинное строение Земли.  
 
Топология (д. ф.-м. н. Н. В. Величко, к. ф.-м. н. А.В.Осипов). Исследование пространств 
непрерывных функций в топологии поточечной сходимости и множественно открытой 
топологии; сохранение свойств при непрерывных отображениях; продолжение по 
непрерывности функций, заданных на плотном подмножестве. 
 
НАУЧНО-ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЕ СЕМИНАРЫ 
 
1. Экстремальные задачи теории функций и операторов. Руководитель – профессор  

В. В. Арестов (кафедра математического анализа и теории функций УрГУ). 
2. Научный семинар под руководством члена-корреспондента РАН Ю. Н. Субботина и 

профессора Н. И. Черных в Институте математики и механики УрО РАН. 
3. Научный семинар по проблемам топологии  под руководством профессора Н.В.Величко. 
 
РОДСТВЕННЫЕ НАУЧНЫЕ СПЕЦИАЛЬНОСТИ АСПИРАНТУРЫ УРГУ 
 

- 01.01.02 – Дифференциальные уравнения 
- 01.01.07 –  Вычислительная математика 
- 05.13.18 –  Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ 
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СОВЕТЫ ПО ЗАЩИТАМ ДИССЕРТАЦИЙ 
 
1. В Институте математики и механики УрО РАН имеются докторские советы по    

специальностям   01.01.01 – Математический анализ, 01.01.02 – Дифференциальные 
уравнения,  01.01.07 – Вычислительная математика. 

2. В Уральском государственном университете имеется докторский совет по специальности  
05.13.18 – Математическое моделирование. 

 
РУКОВОДИТЕЛЬ МАГИСТЕРСКОЙ ПРОГРАММЫ 
 
Арестов Виталий Владимирович – доктор физ.-мат. наук, профессор, заведующий кафедрой 
математического анализа и теории функций. Окончил механико-математический факультет 
Саратовского госуниверситета в 1965 г. по специальности «Математика» и аспирантуру 
Математического института РАН им. В. А. Стеклова в 1968 г. Доктор физико-математических 
наук (1985), профессор (1991). До 1992 г. работал в Институте математики и механики УрО 
РАН (ИММ). Преподает в УрГУ, начиная  с 1970 г. (до 1992 г. – по совместительству). С 1991 
года является заведующим кафедрой математического анализа и теории функций; 
одновременно (по совместительству) – ведущий научный сотрудник ИММ. Область научных 
интересов – экстремальные задачи теории функций и операторов и их приложения: наилучшее 
приближение операторов операторами более простой структуры, в частности, наилучшее 
приближение неограниченных операторов ограниченными, точные неравенства между 
нормами производных дифференцируемых функций, некорректные задачи вычислений 
значений неограниченных операторов на элементах, заданных с ошибкой; экстремальные 
свойства полиномов; экстремальные задачи для положительно определенных функций; 
экстремальные задачи для сферических кодов и, в частности, проблема контактного 
(поцелуйного) числа евклидова пространства. Шесть учеников В. В. Арестова стали 
кандидатами физ.-мат. наук, один из них защитил докторскую диссертацию.  
 
 
 

 

Учебный план магистерской программы 

 «Математический анализ» 
 
ДИСЦИПЛИНЫ НАПРАВЛЕНИЯ 

 
№ Название курса  Часы Преподаватель 

1. Анализ I-II (Теория меры и интеграла) 70 д. ф.-м. н. Н. И. Черных, 
к. ф.-м. н. А. В. Маринов 
КМАиТФ 

2. Анализ III (Спектральная теория операторов) 36 академик РАН А. М. Ильин 
– КМАиТФ 

3. Дифференциальные уравнения 
(дополнительные главы) 

 д. ф.-м. н. В. Г. Пименов – 
КВМ 

4. Вероятность и статистика  к. ф.-м. н. М. И. Логинов – 
КПМ  

5. Топология и геометрия  д. ф.-м. н. Н. В. Величко –
КМАиТФ 

6. Компьютерный курс  КАДМ, КВМ, КИПУ 
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СПЕЦИАЛЬНЫЕ ДИСЦИПЛИНЫ (Общее число часов – 900) 
 

СПЕЦИАЛЬНЫЕ КУРСЫ 
 
№ Название курса  Часы Преподаватель 

1. Учебно-научный семинар   
2. Современные вопросы функционального 

анализа 
72 д. ф.-м. н. А. Р. Данилин – 

КМАиТФ 
3. Асимптотические методы в анализе 36 д. ф.-м. н. А. Р. Данилин – 

КМАиТФ 
4. Гармонический анализ 36 д. ф.-м. н. В. В. Арестов, 

д. ф.-м. н. И. В. Мельникова 
– КМАиТФ 

5. Всплески и их применение 72 д. ф.-м. н. Н. И. Черных – 
КМАиТФ 

6. Аппроксимационные методы моделирования 
непрерывных процессов 

36 член-корр. РАН 
Ю. Н. Субботин – КМАиТФ 

7. Ортогональные полиномы 36 д. ф.-м. н. В. М. Бадков – 
КМАиТФ 

8. Граничные свойства аналитических функций 36 д. ф.-м. н. В. М. Бадков – 
КМАиТФ 

9. Дискретные и непрерывные модели в 
экономике. Стохастический анализ 

70 д. ф.-м. н. И. В. Мельникова 
– КМАиТФ 

10. Прямые и обратные задачи теории 
потенциала (потенциальных геофизических 
полей) 

72 член-корр. РАН 
П. C. Мартышко – КМАиТФ 

11. Методы оптимизации 72 д. ф.-м. н. М. И. Гусев – 
КПМ  

 
КУРСЫ ПО ВЫБОРУ 
 
№ Название курса  Часы Преподаватель 

1. Линейное программирование 36 д. ф.-м. н. В. Д. Скарин –
КМЭ   

2. Принятие решений 36 д. ф.-м. н. М. И. Гусев – 
КПМ 

3. Приближение функций 36 член-корр. РАН 
Ю. Н. Субботин – КМАиТФ 

4. Сплайны и их применение 36 член-корр. РАН 
Ю. Н. Субботин – КМАиТФ 

5. Оптимальное восстановление операторов 36 д. ф.-м. н. В. В. Арестов – 
КМАиТФ 

6. Обобщенные функции 36  д. ф.-м. н. И. В. Мельникова 
– КМАиТФ 

7. Топологические векторные пространства  36 к. ф.-м. н. А. В. Осипов – 
КМАиТФ 

8. Математические скрипты 36 КИПУ, КВКТ 
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СПЕЦИАЛЬНЫЕ СЕМИНАРЫ 
 
№ Название курса  Часы Преподаватель 

1. Сферические коды 70 д. ф.-м. н. В. В. Арестов,  
к. ф.-м. н. П. Ю. Глазырина 
– КМАиТФ 

2. Экстремальные свойства полиномов 36 д. ф.-м. н. В. В. Арестов – 
КМАиТФ 

3. Пространства непрерывных функций 70 д. ф.-м. н. Н. В. Величко –
КМАиТФ 

 
Примечания 
 

1. Курсы направления предлагаются всем магистрам-математикам по определенному 
правилу.   

2. Курсы специализации будут читаться все четыре  семестра магистратуры.  
Каждый семестр читается 2+2=4 часа в неделю, общий объем в семестр 70-72 
аудиторных часа курсов специализации. Каждый семестр предполагается + один 
спецсеминар. 

3. Конкретный набор специальных  курсов и семинаров определяется (руководителем и 
магистрантом) в зависимости от специализации магистранта.  

 
 



II. ПРОГРАММЫ КУРСОВ   
     (ДИСЦИПЛИНЫ НАПРАВЛЕНИЯ И ДИСЦИПЛИНЫ СПЕЦИАЛИЗАЦИИ) 
 
ДИСЦИПЛИНЫ НАПРАВЛЕНИЯ 
 
 

Программа курса 

АНАЛИЗ (ТЕОРИЯ МЕРЫ И ИНТЕГРАЛА) 

Авторы – д. ф.-м. н., профессор В. В. Арестов, д. ф.-м. н., профессор Н. И. Черных 

 
Лекции 72 часа 

 
Классы множеств с определенной «алгебраической» структурой: кольца, полукольца,  -

кольца, алгебры,  -алгебры, монотонные классы и наследственные  -кольца; структуры, 
порожденные заданным классом множеств; их свойства и строение. Борелевский класс 
множеств в , как расширение полуколец полуинтервалов. ,   1m m 

Мера как положительная счетно-аддитивная функция множеств. Свойства меры на 
полукольце и кольце. Свойства конечности,  -конечности. Продолжение меры с полукольца 
на кольцо. Продолжение меры с кольца до внешней меры на наследственном  -кольце, 
порожденном кольцом. 

Абстрактная внешняя мера  на наследственном *  -кольце. Класс -измеримых 

множеств. Алгебраическая структура класса -измеримых множеств. Борелевское и 
лебеговское продолжение меры 

*
*

  с кольца на порожденное им  -кольцо и на его 

лебеговское расширение. Единственность борелевского продолжения. -измеримая оболочка 
множества; ее свойства и строение. Конструктивное продолжение меры с борелевского 

*
 -

кольца на его лебеговское расширение. 
Полнота и регулярность меры. 
Меры Стильтьеса и Лебега – Стильтьеса на . ,   1m m 
Измеримые (вещественные) функции относительно  -алгебры множеств; свойства 

измеримых функций. Последовательности измеримых функций. Сходимость по мере и почти 
всюду. Теоремы Лебега, Рисса, Егорова о различных типах сходимости. 

Интегрирование измеримых функций по мере. Конструкция интеграла. Класс 
суммируемых функций. Свойства интеграла. Счетная аддитивность интеграла по множеству 
интегрирования, абсолютная непрерывность интеграла. Теоремы Лебега, Леви и Фату о 
предельном переходе под знаком интеграла. 

Декартово произведение мер.  -алгебра, порожденная декартовым произведением двух 
 -алгебр. Конструкция и свойства декартова произведения мер. Теоремы Фубини для 
положительных измеримых и для суммируемых функций. Распространение теории на  
m-кратный случай, . 2m

Обобщенные меры ((вещественные) заряды). Положительные и отрицательные 
относительно заряда измеримые множества и их свойства. Разложение Хана пространства с 
 -алгеброй и зарядом. Разложение Жордана заряда на меры. Полная вариация заряда. 
Абсолютная непрерывность одного заряда относительно другого. Теорема Радона – 
Никодима. Теорема Лебега о разложении заряда на абсолютно-непрерывную и сингулярную 
части. Производная заряда относительно меры; замена переменных в интегралах по мере. 

Комплекснозначные меры и интегралы от комплекснозначных функций относительно 
таких мер. 
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Функциональные пространства. Пространства , , на измеримом 
множестве  с мерой 

),,( dXLL pp S  p1
X   и  -алгеброй подмножеств S. Неравенства Гельдера, Минковского, 

обобщенное неравенство Минковского. Плотность подмножества простых функций в . 
Полнота . Сопряженное пространство к  при 

pL
pL pL  p1 . 

 
ЛИТЕРАТУРА 
 
1. Халмош П. Р. Теория меры. М.: ИЛ, 1953. 
2. Колмогоров А. Н., Фомин С. В. Элементы теории функций и функционального анализа. 

М.: Наука. 1989. 
3. Данфорд Н., Шварц Дж. Т. Линейные операторы. Общая теория. М.: Мир. 1966. 
4. Рисс Ф., Надь Б. С. Лекции по функциональному анализу. М.: ИЛ, 1954. 
5. Смирнов В. И. Курс высшей математики. Том V. М.: Физматгиз, 1959. 
6. Лоэв М. Теория вероятностей. М.: ИЛ, 1962. 
7. Стейн И., Вейс Г. Введение в гармонический анализ на евклидовых пространствах. М.: 

Мир, 1974.  
 

Программа курса  

СПЕКТРАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ ОПЕРАТОРОВ 

Автор – академик РАН, д. ф.-м. н., профессор А. М. Ильин 

 
Лекции 36 часов 
 
ВВЕДЕНИЕ  

 
В обязательном курсе функционального анализа рассматриваются, как правило, 

линейные ограниченные операторы. Тем не менее, в математической физике, в теории 
дифференциальных уравнений с частными производными, в теории вероятностей и в ряде 
других предметов рассматриваются неограниченные операторы. Настоящий курс рассчитан на 
знакомство с этой стороной функционального анализа.  

Рассматриваются результаты, связанные со спектральным разложением как 
ограниченных, так и неограниченных операторов в гильбертовом пространстве. Далее 
изучаются вопросы расширения симметричных операторов и применение к краевым задачам 
для обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Курс «Спектральная теория операторов» завершает трехсеместровый обязательный курс 
«Анализ» для магистрантов-математиков.  

  
СОДЕРЖАНИЕ КУРСА 

 
Неограниченные линейные операторы в банаховом пространстве. Замыкание оператора. 

Примеры неограниченных операторов. Некоторые теоремы вложения функциональных 
пространств. Симметрические операторы в гильбертовом пространстве. 

Регулярные точки, точки спектра и собственные значения ограниченных и 
неограниченных линейных операторов A  в банаховом пространстве. Представление 
оператора  при малых 1)(  IA    в виде ряда Неймана. Открытость (в комплексной 
плоскости) множества регулярных точек ограниченного линейного оператора; замкнутость 
спектра. Сопряженные операторы и их свойства.  

Сопряженные ограниченные операторы в гильбертовом пространстве H  (над полем 
комплексных чисел); дополнительная информация об их спектрах. Характеристика 
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самосопряженности оператора  в терминах билинейной формы  и квадратичной 
формы ) . Нормы билинейной и квадратичной форм; их связь с нормой оператора. 
Нижняя и верхняя грани оператора . Неотрицательные операторы; частичный порядок на 
классе самосопряженных ограниченных операторов, свойства частичного порядка. Теорема о 
поточечной сходимости монотонной ограниченной последовательности самосопряженных 
ограниченных операторов. Теорема об «арифметическом» квадратном корне из 
положительного оператора. 

A ),( yAx
,( xAx

A

Проекционные операторы на гильбертовом пространстве. Операторы ортогонального 
проектирования на подпространство гильбертова пространства. Проекционные операторы, их 
характеристики в терминах операторов ортогонального проектирования. Ортогональные 
проекционные операторы. Произведение и сумма проекционных операторов. Эквивалентные 
характеристики условия для проекционных операторов. 21 PP 

Полиномы от самосопряженных операторов. Свойства однородности, аддитивности, 
мультипликативности, монотонности (по полиномам) соответствия )()( APP  . 
Аппроксимация (поточечная) полунепрерывных сверху функций на конечном отрезке 
монотонно убывающими последовательностями полиномов. Функция от операторов. 
Распространение свойств соответствия )()( APP   на соответствие )() Af(f   для 
функций, в каждой точке отрезка полунепрерывных сверху или снизу. 

Спектральная функция )E (e A  самосопряженного оператора ; ее свойства. 

Конструкция операторов-интегралов , ,  как сходящихся либо по 

операторной норме, либо поточечно (по норме H), либо в смысле слабой сходимости в H; их 
свойства (однородность, аддитивность, положительность, монотонность, 
мультипликативность относительно функций ). Спектральное представление оператора ; 
единственность спектральной функции оператора (единственность спектрального разложения 
оператора). Представление операторов )  для полунепрерывных сверху и снизу функций 
f(�). Распространение понятия оператора )  и свойств )  на функции 

A



A

dE

(f

R
  dE

R

m

f

(Af

 dEf
R
 )(

f

A

(A )(f , 
суммируемые в смысле Лебега по мерам Стилтьеса – Лебега, порожденным функциями 
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),( xxE)(g x     )),(( AeE   Hx . Характеристика точек спектра в терминах , 

представление и свойства резольвентного оператора . 
E

R

Спектральная теория вполне непрерывных самосопряженных операторов, как следствие 
общей спектральной теории самосопряженных ограниченных операторов. 

Неограниченные линейные операторы. Самосопряженные операторы; расширение 
симметрических операторов. Спектральное разложение неограниченного самосопряженного 
оператора. Функции самосопряженного оператора. 

Теория расширений симметрического оператора. Индексы дефекта. 
Приложение к исследованию обыкновенных дифференциальных операторов. 

 
ЛИТЕРАТУРА 
 
1. Рисс Ф., Надь Б. С. Лекции по функциональному анализу. М.: ИЛ, 1954. 
2. Люстерник Л. А., Соболев В. И. Краткий курс функционального анализа. М.: Высш. 

школа, 1982.  
3. Плеснер А. И. Спектральная теория линейных операторов. М,: Наука, 1965. 
4. Смирнов В. И. Курс высшей математики. Том V. М.: Физматгиз, 1959. 
5. Наймарк М. А. Спектральная теория дифференциальных операторов. М.: Наука, 1969. 
6. Ильин А. М. Линейные неограниченные операторы. Спектральное разложение: учеб. 

пособие. Екатеринбург: Изд-во Урал. ун-та, 2007. 
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Программа курса 

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ГЛАВЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Автор – д. ф.-м. н., профессор В. Г. Пименов 

 
Теорема существования решения дифференциального уравнения с измеримой правой 

частью. Условия Каратеодори. Теорема о единственности решения. Теорема о продолжимости 
решения. Условие Уинтнера. Теорема существования и единственности решения для 
линейных систем с интегрируемыми коэффициентами. 

Линейные системы с периодическими коэффициентами. Теоремы Флоке. Эквивалентные 
системы. Теорема о приводимости. Матрица монодромии, мультипликаторы, 
характеристические показатели, показатели Ляпунова. Теоремы об устойчивости. Зоны 
устойчивости для уравнений второго порядка с периодическими коэффициентами. Уравнения 
Хилла и Матье. Параметрический резонанс. 

Орбитальная устойчивость. Устойчивость периодических решений автономной системы. 
Теорема Андронова-Витта и её аналог для асимптотической орбитальной устойчивости. 
Критерий Пуанкаре орбитальной устойчивости.  

Понятие предельного цикла. Автоколебания. Методика исследования предельных 
циклов на примере уравнения Ван-Дер-Поля: метод сечений Пуанкаре, метод стационарных 
приближений, метод малого параметра. 

Бифуркации в широком смысле и бифуркации рождения цикла. Теорема Хопфа. 
Примеры мягкой и жесткой бифуркаций. Опасные и безопасные границы зон устойчивости. 

Метод малого параметра – регулярные возмущения. Использование малого параметра в 
теории квазилинейных колебаний. Теория сингулярных возмущений. Одномерный случай. 
Теорема Тихонова. Сингулярные разложения. Метод усреднения Боголюбова. 

Диссипативные системы и их аттракторы. Система Лоренца как пример странного 
аттрактора. Количественные показатели аттракторов. Дробная размерность. Гипотеза 
Каплана-Иорке. Аттракторы в разностном уравнении. Универсальность Фейгенбаума. 

Дифференциальные уравнения с запаздыванием, примеры моделей и классификация. 
Теорема существования и единственности для функционально-дифференциальных уравнений. 
Другие обобщения дифференциальных уравнений. 
 
ЛИТЕРАТУРА  
 
1. Пименов В. Г. Избранные главы дифференциальных уравнений. Учеб. пособие. 

Екатеринбург: Изд-во Урал. ун-та, 2003. 

 

 

Программа курса  

ТОПОЛОГИЯ И ГЕОМЕТРИЯ 

Автор - д. ф.-м. н., профессор Н. В. Величко 

 
Лекции 36 часов 
 
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ПОНЯТИЯ 

 
Топология. Открытые множества. Базис. Вторая аксиома счетности. Замкнутые 

множества. Окрестность точки и множества. Фундаментальная система окрестностей. Первая 
аксиома счетности. Точка прикосновения. Операция замыкания. Плотные и нигде не плотные 
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множества. Сепарабельность. Внутренность множества. Граница. Предел последовательности. 
Секвенциальность. Свойство Фреше – Урысона. Фильтры. Точка прикосновения и предел 
фильтра. Непрерывные отображения. Секвенциальная непрерывность. Прообраз топологии. 
Гомеоморфизм. Топологический инвариант. Факторные, открытые и замкнутые отображения. 
Проективные и индуктивные топологии. Верхние и нижние грани. Подпространства и фактор-
пространства. Произведение и топологическая сумма. Слабые топологии. Произведение 
отображений. Борелевские множества. 
 
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ИНВАРИАНТЫ 
 
Аксиомы отделимости. Хаусдорфовы, вполне регулярные и нормальные пространства. 
Поведение при топологических операциях. Теорема Титце – Урысона. Метризуемость. 
Метрическая топология. Ограниченность и полная ограниченность. Полнота и пополнение. 
Теорема Бэра о категориях. Теорема Урысона о метризации. Метризуемость счетного 
произведения. Компактность и локальная компактность. Счетная и секвенциальная 
компактность. Компактность в метрических пространствах. Теорема Тихонова. Теорема 
Александрова. Кардинальнозначные инварианты. Вес, характер, плотность, числа Суслина и 
Линделефа. Связность. Локальная связность. Линейная связность. Произведение связных 
пространств. 

 
ЛИТЕРАТУРА 
 
1. Энгелькинг Р. Общая топология. М.: Мир, 1986. 
2. Келли Дж. Общая топология. М.: Наука, 1981. 
 
 
СПЕЦИАЛЬНЫЕ КУРСЫ 
 

Программа курса  

СОВРЕМЕННЫЕ ВОПРОСЫ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО АНАЛИЗА 

Автор – д. ф.-м. н. А. Р. Данилин  

 
Лекции  72 часа 
 

ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ КУРСА 

Курс «Современные  функционального анализа» читается на математико-механическом 
факультете магистрам в течение пятого(первого) курса. Он базируется на материале курсов 
«Математический анализ», «Линейная алгебра», «Функциональный анализ»,  «Теория 
функций вещественного переменного» и «Теория функций комплексного переменного».  

Цель этого курса – дать современное представление об основах анализа в 
бесконечномерных линейных пространствах, обобщающего как теорию линейных операторов 
в конечномерных пространствах, так и понятие предела последовательности и функций и 
других понятий, конечномерного анализа; показать применение основных понятий и методов 
функционального анализа к различным областям математики, таким как: интегральные 
уравнения, дифференциальные уравнения в частных производных, вариационное исчисление,  
выпуклый анализ, оптимальное управление и др.; научить магистрантов основополагающим 
принципам и фактам функционального анализа, показать разнообразие конкретных 
реализаций общих конструкций, обеспечить возможность дальнейшего  самостоятельного 
освоения и применения современных методов непрерывного анализа; расширить 



математический кругозор, поднять уровень математической культуры за счет работы с 
объектами более высокого уровня абстракции, по сравнению с конечномерным анализом. 
 
СОДЕРЖАНИЕ КУРСА 
 

Понятие о топологическом пространстве. Недостаточность понятия метрического 
пространства при описании различных видов сходимости в пространствах функций. Основные 
понятия топологии, предел и непрерывность в топологическом пространстве, аксиомы 
отделимости и счетности, сепарабельность; компактность: разные виды компактности, 
критерий компактности, связанный с центрированными множествами, необходимые условия 
сходимости. Описание топологии с помощью обобщенных последовательностей (подход 
Гейне). 

Линейные топологические и нормированные пространства (л. т. п. и л. н. п.). Линейные 
топологические пространства,  инвариантность открытости множества относительно операций 
сложения и умножения на скаляр, поглощающие множества, топология конечномерного 
отделимого н. п.; нормированные и евклидовы пространства, как л. т. п., критерий 
нормируемости л. т. п. (теорема А.Н. Колмогорова); выпуклые и абсолютно выпуклые 
множества, полунормы и функционал Минковского, локально выпуклые пространства 
(л. в. п.). Полнота  локально выпуклых пространствах. 

Линейные операторы и линейные функционалы в л. в. п. Критерии непрерывности 
линейного оператора в л. т. п., л. в. п. линейных ограниченных операторов (л. в. п. л. о. о.), 
равномерная и поточечная сходимость л. о. о., полнота л. в. п. л. о. о.; принцип равномерной 
ограниченности (теорема Банаха – Штейнгауза) и его следствия; сопряженное пространство, 
сопряженные пространства к , , , , , ; Теорема Хана – Банаха о 

продолжении линейного функционала в общем случае и ее следствия; рефлексивность, 
сепарабельность л. н. п., сопряженное к которому сепарабельно. Двойственность, слабая 
сходимость в л. в. п., критерий слабой сходимости, слабая сходимость в , , свойства слабо 

сходящихся последовательностей, слабая и *-слабая сходимости в сопряженном пространстве, 
*-слабая секвенциальная компактность замкнутого шара в сопряженном пространстве. 
Сопряженный оператор в л. в. п., ограниченность оператора, сопряженного к ограниченному 
оператору,  теоремы Банаха об открытом отображении, о непрерывности обратного оператора, 
о замкнутом графике, о непрерывности оператора проектирования в общем случае, мера 
обусловленности л. о. о.; Пространства с базисом и сопряженные к ним. Компактные 
линейные операторы (к. л. о.) в л. в. п., равномерный предел к. л. о., достаточные условия 
компактности линейных операторов, к. л. о. в рефлексивных пространствах, компактность 
сопряженного оператора к к.л.о. (теорема Шаудера). 

pl c 0c [ , ]C a b (1)[ , ]C a b ( )pL D

0c pl

Линейные операторы в гильбертовых пространствах. Линейные неограниченные 
операторы в г. п. и сопряженные к ним. Симметричные и самосопряженные линейные 
операторы в г. п., самосопряженные расширения симметричных операторов, положительно 
определенные операторы; спектр самосопряженного л. о. о., спектральная теорема для  
неограниченных самосопряженных операторов, функциональное исчисление 
самосопряженных операторов; приведение оператора  к виду   умножения на функцию. 

Пространства Соболева. Применение теоремы Гильберта – Шмидта к решению 
уравнений в частных производных, задача Штурма – Лиувилля, теорема Лакса – Мильграма и 
ее применение к доказательству разрешимости уравнений в частных производных; 
пространства Соболева,  характеризация обобщенных производных, теорема о компактном 
вложении  в ; Следы функций из пространств Соболева, теоремы о следах, 
теоремы вложения в общем случае. 

1( , )H a b [ , ]C a b

Обобщенные функции. Пространства  и ' , регулярные и сингулярные о. ф., 
локальные свойства о. ф., носитель о. ф., структурные теоремы, сингулярные о. ф.  с конечным 
носителем; свертка основной и обобщенной функций, свойства свертки; свертка обобщенных 
функций, фундаментальное решение дифференциального оператора в частных производных с 

D D
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постоянными коэффициентами; пространства  быстро убывающих функций и '  медленно 
растущих распределений,   пространства  

S S
E  и 'E . 

Элементы дифференциального исчисления в линейных нормированных пространствах. 
Сильная (по Фреше) и слабая (по Гато) дифференцируемость отображений в б. п.,  
дифференциалы Фреше и Гато; полилинейные отображения, дифференцируемость, 
производные и дифференциалы высших порядков отображений в б. п., симметричность 
оператора второй производной, формула Тейлора, достаточные условия строгого локального 
экстремума вещественной дифференцируемой функции в б. п., условия Лежандра и Якоби; 
теорема о неявной функции, условный экстремум вещественной дифференцируемой функции 
в б. п. и метод множителей Лагранжа. 
 
ОСНОВНАЯ ЛИТЕРАТУРА 
 
1. Колмогоров А. Н., Фомин С. В. Элементы теории функций и функционального анализа. 

М.: ФИЗМАТЛИТ, 2004. 572 с. (а также все издания с 1989 г.). 
2. Люстерник Л. А., Соболев В. И. Элементы функционального анализа. М.: Наука, 1965. 
3. Рудин У. Функциональный анализ. СПб.  2005. 
4. Садовничий В. А. Теория операторов. М.: Высшая школа, 1999. 368с. 
5. Треногин В. А. Функциональный анализ: Учебник для вузов. М.: ФИЗМАТЛИТ, 2002. 488 

с. 
6. Треногин В. А.. Задачи и упражнения по функциональному анализу: Учеб. пособие. М.: 

ФИЗМАТЛИТ, 2002. 240 с. 
7. Владимиров В. С. Уравнения математической физики: Учеб. пособие. М.: Физико-

математическая литература, 2000. 400 с.  
8. Владимиров В. С. Обобщенные функции в математической физике. М.: Наука, 1976. 280 с. 
9. Гельфанд И. М., Шилов Г. Е. Обобщенные функции и действия над ними. М.: Добросвет, 

2000. 412 с.   
10. Шилов Г. Е. Математический анализ. Второй специальный курс. М.: Наука, 1965. 328 с. 
11. Треногин В. А., Писаревский Б. М., Соболева Т. С. Задачи и упражнения по 

функциональному анализу. М.: Наука, 1984. 256 с. 
12. Коркина Л. Ф. Нормированные пространства. Методические указания для практических 

занятий по функциональному анализу. Изд-во Урал. ун-та, 1985.  29 с.   
13. Мельникова И. В., Ануфриева У. А. Линейные операторы. Учебно-методическое пособие 

по функциональному анализу. Екатеринбург: Изд-во Урал. ун-та, 2002. 63 с. 
 
ВСПОМОГАТЕЛЬНАЯ  ЛИТЕРАТУРА 
 
1. Канторович Л. В., Акилов Г. П. Функциональный анализ. М .: Наука, 1977. 724 с. 
2. Люстерник Л. А. Краткий курс функционального анализа. М.: Высш. шк., 1982. 271 с. 
3. Рид М., Саймон Б. Методы современной математической физики. Том 1. Функциональный 

анализ. М.: Мир, 1977. 357 с. 
4. Рудин У. Функциональный анализ. М.: Мир, 1975. 443 с. 
5. Соболев С. Л. Некоторые применения функционального анализа в математической физике. 

Л.: Изд-во ЛГУ,1950. 
6. Треногин В. А. Функциональный анализ. М.: Наука, 1993. 440с. 
7. Хелемский А. Я. Лекции по функциональному анализу. М.: МНЦМО, 2004. 552 с. 
8. Эдвардс Р. Функциональный анализ. М.: Мир, 1967. 1071 с. 
9. Мельникова И. В., Коркина Л. Ф. Линейные операторы. Методические указания для 

практических занятий по функциональному анализу. Изд-во Урал. ун-та, 1989. 28 с.   
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Программа курса  

ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 

Авторы – д. ф.-м. н., профессор В. В. Арестов, д. ф.-м. н., профессор Н. И. Черных 

 
Лекции 36 часов 
 

1L -теория. Преобразование Фурье на )  и его свойства; теорема Римана – Лебега. 
Преобразование Фурье и операторы сдвига, сжатия, дифференцирования. Свертка двух 
функций из ) . Преобразование Фурье свертки; теорема умножения. 

(1
mL R

(1
mL R  -методы 

суммирования интеграла обратного преобразования Фурье. Восстановление в  

(1 , ) функций из  по их преобразованиям Фурье с помощью  

-методов суммирования (расходящихся) интегралов. Методы суммирования Абеля –
Пуассона и Гаусса – Вейерштрасса. Поточечное восстановление функции из  с 
суммируемым преобразованием Фурье по ее преобразованию Фурье. Точки Лебега 
суммируемых функций. Восстановление суммируемой функции в ее точках Лебега по ее 
преобразованию Фурье с помощью методов суммирования. Суммируемые функции с 
неотрицательным преобразованием Фурье. 

)( m
pL R

)mR




p 0CL )( m
pL R)(1

mL R 

(1L

2L

(1 R

)m

-теория преобразования Фурье. Изометричность в  преобразования Фурье функций 

из ) . Оператор преобразования Фурье на ) . Преобразование Фурье 

свертки; теорема умножения в ) . Унитарность оператора преобразования Фурье на 

. Обратное преобразование Фурье. Равенство Парсеваля. Преобразование Фурье 
свертки двух функций. 

2L

L() 2
mm LL R

(R

(2
mR

(2
mL R

2L

pL -теория преобразования Фурье (1 2)p   на основе  и  теорий преобразования 

Фурье. 
1L 2L

Элементы теории обобщенных функций медленного роста. Пространство  быстро 
убывающих бесконечно дифференцируемых функций на 

S
mR ; топология на . Непрерывность 

операторов сдвига, дифференцирования, преобразования Фурье, свертки с суммируемой 
функцией в топологии . Обобщенные функции медленного роста как элементы 
сопряженного пространства . Обобщенные функции типа функций и мер. Производная 
обобщенной функции. Структура обобщенных функций; порядок сингулярности обобщенной 
функции. Операторы дифференцирования, сдвига, сжатия в пространстве . Преобразование 
Фурье обобщенных функций. Свертка обобщенной функции с функцией из , ее 
преобразование Фурье и их свойства. Преобразование Фурье функций из  

S

'S

(pL

S
'S

S
)mR )1(  p  

как обобщенных функций. 
 
ЛИТЕРАТУРА 
 
1. Стейн И., Вейс Г. Введение в гармонический анализ на евклидовых пространствах. М.: 

Мир, 1974.  
2. Титчмарш Е. Преобразование Фурье. М.: ИЛ, 1949.  
3. Рудин У. Функциональный анализ. М.: Мир, 1975. 
4. Колмогоров А. Н., Фомин С. В. Элементы теории функций и функционального анализа. 

М.: Наука. 1989.  
5. Schwartz L. Theorie des distributions, I, II, Act. Sci. Ind., 1091, 1122, Paris, 1951. 
6. Рисс Ф., Надь Б. С. Лекции по функциональному анализу. М.: ИЛ, 1954. 
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Программа курса 

ВСПЛЕСКИ И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ 

Автор – д. ф.-м. н., профессор Н. И. Черных 

ЦЕЛЬ КУРСА 
 
Цель курса – изложить основы нового направления в теории функций – теории 

ортогональных и биортогональных базисов всплесков, обеспечив слушателям возможность 
дальнейшего самостоятельного изучения периодической литературы по этой тематике. 
Показать перспективность использования аппарата теории всплесков в гармоническом 
анализе, в задачах представления, аппроксимации и восстановления функций, в задачах 
обработки и фильтрации сигналов, кодирования изображений и других прикладных задачах. 
Сделать обзор по так называемым всплескам второго поколения, по связи с «уточняющими 
алгоритмами», применяемыми в компьютерном дизайне для численной аппроксимации почти 
интерполяционными функциями.  

 
СОДЕРЖАНИЕ КУРСА 
 

Предыстория базисов всплесков. Формальное определение (описание) базисов 
всплесков. Осмысление интегральных преобразований, встречавшихся в работах Лузина, 
Кальдерона и др. с позиции основной идей базисов всплесков. Интерпретация системы 
функций Хаара на вещественной оси с этих же позиций. 

Преобразования Фурье в . Определения и основные свойства (обзорно). 

Непрерывные всплески, прямое и обратное всплеск преобразование. 
2 ( )L 

Базисы Рисса. Определение Н. К. Бари. Эквивалентные определения. Основные 
свойства. 
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)

Кратно-масштабные разложения пространства  (мультиразрешающая 

аппроксимация, мультиразрешающий анализ ). Аксиоматика. Определение 

мультиразрешающей аппроксимации системой аксиом (свойств) как последовательности 
вложенных подпространств 

2 ( )L 
2 ( )L 

jV ( jZ  пространства . Эквивалентность трех 

формулировок пятой аксиомы мультиразрешающей аппроксимации: в терминах изоморфизма 
J пространств  и , перестановочного с операторами целочисленного сдвига, в 

терминах базиса Рисса, в терминах ортогонального базиса вида 

2 ( )

{ (

L

0V 2 ( )Z

{
)} mk

x k
}





Z

пространства 

. Конструкция базиса Рисса пространства  на базе изоморфизма J. 0V 0V

Критерий ортонормальности системы 
{

{ ( )} mk
x k

}





Z
 в терминах преобразования Фурье 

функции )(x . Конструкция ортогонального базиса всплесков пространства V0 на основе его 

базиса Рисса. Базисы всплесков пространств , jV Zj . 

Примеры мультиразрешающих аппроксимаций. Регулярные мультиразрешающие 
аппроксимации. Мультиразрешающие аппроксимации , определяемые 

подпространством  с ортогональным базисом всплесков (или базисом Рисса), 

преобразование Фурье порождающей функции которого имеет компактный носитель. 
Мультиразрешающие аппроксимации пространства  на основе полиномиальных 

сплайнов.  

2 ( )L 
0V

2 ( )L 

Ортогональное дополнение  пространства  в  и его ортонормированный базис 

всплесков. Характеризация пространства  в терминах преобразования Фурье его элементов. 

Характеризация пространства  в тех же терминах. Конструкция ортогонального базиса 

0W

0

0V 1V

0V

W



всплесков пространства  на основе базисов всплесков пространств  и . Примеры: 

базисы всплесков пространств  с компактными носителями их преобразований Фурье; 

базисы Баттла – Лемарье, Стромберга и Чуи. 

0W 0V

(

1V

0V

j  

Базисы всплесков пространства . Разложение пространства  в прямую сумму 

ортогональных подпространств W
2 ( )L  2 )L

)( 1 jV . jj VW азисы всплесков пространств jW  и его 

2 ( )L  ретные классы базисов: Мейера, Чуи, Добеши.  

Б  вс

Конк

)

. 

Аппроксимативные свойства регулярных базисов всплесков в . Теорема Малата. 

Оценки погрешности аппроксимации функций частичными суммами рядов Фурье по базисам 
всплесков с компактным носителем. Случай нескольких переменных (обзорно). 

2 (L )

(p 

Конструкция базисов всплесков в  по методу тензорного произведения 

одномерных базисов всплесков. 
2 ( mL 

Базисы всплесков функциональных пространств , ,  и пространств 

Бесова. 
2 ( )mL  ( )mC  mH )

Периодические базисы всплесков. Периодизация функций на основе сумматорной 
теоремы Пуассона. Периодические базисы всплесков Мейера и Осколкова – Оффина в 
пространствах )2,0( pL . Их аппроксимативные свойства. 

Базисы всплесков в гармоническом анализе и прикладных задачах.  
Биортогональные системы масштабирующих функций и всплесков. Нестационарные 

всплески. Всплески второго поколения (по Свелдену).  
 
ЛИТЕРАТУРА 
 
1. Чуи Ч. К. Введение в вэйвлеты. М.: Мир, 2001. 412 с. 
2. Добеши И. Десять лекций по вейвлетам. М.; Ижевск: РХД, 2004. 464 с. 
3. Meyer Y. Ondolettes. Paris: Herman, 1990. 215 с.  
4. Guy D. Waveletls and Singular Integrals on Curves and Surfaces. Springer-Verlag. 109 с.  
5. Новиков И. Я., Стечкин С. Б. Основные свойства всплесков. // Фундаментальная и 

прикладная математика. 1987. Т. 3, № 4. С.999–1028. 
6. Malat S. Multiresolution approximation and wavelet orthonormal bases of 2 ( )L  // Transactions 

A.M.S. 315 (1989). P.69–87. 
7. Offin D., Oskolkov K. A Note on Orthonormal Polynomial Bases and Wavelets // Constructive 

Approximation, 9 (1993). P.319–325. 
8. Малла С. Вэйвлеты в обработке сигналов. М.: Мир, 2005. 671 с. 
9. Новиков И. Я., Протасов В. Ю., Скопина М. А. Теория всплесков. М., ФИЗМАТЛИТ, 2005. 

616 с. 
10. Петухов П. А. Введение в теорию базисов всплесков. СПбГТУ, 1999. 132 с. 
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Программа курса  

АППРОКСИМАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ  

НЕПРЕРЫВНЫХ ПРОЦЕССОВ 

Автор – член-корр. РАН, д. ф.-м. н., профессор Ю. Н. Субботин 

 
Лекции 34 часа 
 

ВВЕДЕНИЕ  
 

Курс посвящен двум современным и наиболее популярным методам численного 
решения уравнений с частными производными – методу конечных (МКЭ) и методу граничных 
элементов (МГЭ), другое название которого – метод граничных интегральных уравнений. Эти 
методы широко и успешно применяются при решении различных прикладных задач: расчет на 
прочность различных сооружений и деталей машин, задачи обтекания, задачи на собственные 
значения и другие прикладные задачи, математическая модель которых приводит к 
необходимости решать обыкновенные дифференциальные уравнения или уравнения с 
частными производными. Для реализации этих методов широко используются методы 
математического анализа, линейной алгебры, функционального анализа и теории 
приближения функций. Кроме того, в курсе дается представление о всплесках и фракталах. 

Цель и задачи курса – дать студентам математико-механического факультета 
фундаментальные знания по методам конечных и граничных элементов, указать основные 
современные тенденции в развитии этих методов и заложить основы по практическому 
применению этих методов при решении прикладных задач. 

 
СОДЕРЖАНИЕ КУРСА 

 
Введение. Основные идеи метода конечных разностей, конечных элементов, граничных 

элементов. Примеры практических задач, решаемых указанными методами.  
Метод конечных элементов для эллиптических задач. 
Линейные и билинейные формы: ограниченность, коэрцетивность. Общая схема Ритца, 

существование и единственность точного и приближенного решения. Общие оценки 
погрешности. Функциональные гильбертовы и банаховы пространства. Метод конечных 
элементов (МКЭ) для гармонического уравнения: триангуляция, линейные и билинейные 
базисные функции, формирование локальных и глобальных матриц жесткости и массы и 
локального и глобального векторов нагрузки. 

Различные типы триангуляций и базисных функций, оценки погрешности 
аппроксимации интерполяционными кусочно полиномиальными функциями. 

МКЭ для эллиптических краевых задач более высокого порядка: бигармоническое 
уравнение, расчет тонких упругих оболочек. 

Метод граничных элементов. Понятие фундаментального решения и функции Грина. 
Вывод граничного интегро-дифференциального уравнения для краевой задачи. Вывод 
уравнения, связывающего решение внутри области через его значения и значения некоторых 
его производных на границе. Дискретизация. Анализ соответствующей линейной 
алгебраической системы. Методы построения фундаментальных решений, частично 
удовлетворяющих однородным граничным условиям.  

Метод конечных элементов для параболических и гиперболических задач. Линейные 
задачи и полудискретные методы их численного решения. Схема Кранка – Никольсона 
(дробных шагов). Нелинейные задачи. Схема предиктор-корректор. Определение граничных 
условий для соответствующих систем обыкновенных дифференциальных уравнений. 



 17

МКЭ в задачах на собственные значения. 
Некоторые современные вариации и модификации МКЭ. Криволинейная триангуляция. 

Анализ Якобианов преобразования криволинейных треугольников, симплексов, 
четырехугольников в стандартные. Нерешенные задачи. Понятие о переходных элементах. 
Применение в МКЭ неполиномиальных базисных функций (дробно-рациональные, всплески и 
др.). Понятие о p, h и (h-p)-вариантах МКЭ. В-сплайны в МКЭ. Согласованные и 
несогласованные базисные функции. 

Интерполяционные всплески. Преобразование Фурье. Ортонормируемые всплески. 
Условие ортонормируемости в терминах преобразования Фурье. Пирамидальная схема. 
Понятие о фрактальных сжатиях.  

 

ЛИТЕРАТУРА 

 
1. Сьярле Ф. Метод конечных элементов для эллиптических задач. М.: Мир, 1980. 
2. Зенкевич О. Метод конечных элементов в технике. М.: Мир, 1975.  
3. Морозов Е. М., Никишков Г. П. Метод конечных элементов в механике разрушения. М.: 

Наука, 1980. 
4. Стренг Г., Фикс Г. Теория метода конечных элементов. М.: Мир, 1977. 
5. Митчелл Э., Уэйт Р. Метод конечных элементов для уравнений с частными 

производными. М.: Мир, 1981. 
6. Бенерджи П., Баттерфильд Р. Методы граничных элементов в прикладных науках. М.: 

Мир, 1984. 
7. Бребия Н., Уокер С. Применение метода граничных элементов в технике. М.: Мир, 1982. 
8. Норри Д., де Фриз Ж. Введение в метод конечных элементов. М.: Мир, 1981. 
9. Добеши И. Десять лекций по вейвлетам. М.; Ижевск: РХД, 2004.  
10. Чуи Ч. К. Введение в вэйвлеты. М.: Мир, 2001. 

 

 
Программа курса 

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПОЛИНОМЫ 

Автор – д. ф.-м. н., профессор В. М. Бадков 

 

Лекции 36 часов 

 
ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ КУРСА 

 
Теория ортогональных полиномов – одна из ветвей математического анализа. Первые 

результаты об ортогональных полиномах были получены в конце 18-го и в начале 19-го веков, 
но интенсивно теория ортогональных полиномов начала развиваться с середины 19-го века. 
Огромный вклад в становление и развитие этой теории внесли и российские математики.  

Обладая ценными экстремальными и аппроксимативными свойствами, ортогональные 
полиномы находят все новые и новые применения в математике и других науках. В настоящее 
время известно много типов ортогональных полиномов. Спецкурс посвящен трем из них: 1) 
многочленам, ортогональным на окружности, 2) тригонометрическим ортогональным 
полиномам и 3) многочленам, ортогональным на отрезке. Эти типы ортогональных полиномов 
удобно изучать в рамках единой теории, основоположником которой является Г. Сегё. В 
начале 20-х годов 20-го века Г. Сегё ввел в рассмотрение многочлены, ортогональные на 
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окружности и выразил через них многочлены, ортогональные на отрезке. Г. Сегё получил 
также асимптотические представления многочленов, ортогональных на окружности, в 
терминах функции, носящей ныне его имя. Д. Джексон в 1933 году ввел в рассмотрение 
ортогональные с весом тригонометрические полиномы. В 1963 году Г. Сегё установил связь 
этих полиномов с многочленами, ортогональными на окружности, и пользуясь 
принадлежащими ему асимптотическими представлениями последних, доказал теорему 
равносходимости с обычным рядом Фурье ограниченной функции ее ряда Фурье по 
тригонометрическим полиномам, ортогональным с достаточно гладким положительным 
весом. 

Дальнейшие результаты о единой теории рассматриваемых трех типов систем 
ортогональных полиномов и рядов Фурье по ним принадлежат лектору. 

Примерно треть содержания спецкурса составляют результаты, опубликованные лишь в 
журнальных статьях. 

В вводной части спецкурса приведены сведения об ортогональных полиномах в 
пространствах со скалярным произведением. При этом под полиномами понимаются 
линейные комбинации конечного числа элементов линейно независимой последовательности. 
Вводная часть спецкурса завершается примерами скалярных произведений и ортогональных 
относительно них рациональных функций, а также алгебраических и тригонометрических 
полиномов. В основной части спецкурса (она делится на вторую, третью и четвертую его 
части) излагаются главным образом алгебраические свойства этих полиномов в рамках единой 
теории (асимптотические и аппроксимативные свойства ортогональных полиномов являются 
содержанием другого спецкурса, читаемого лектором). 

Во второй части спецкурса излагается ряд свойств многочленов, ортогональных на 
окружности. В частности, выводятся рекуррентные соотношения и аналоги формулы 
Кристоффеля – Дарбу. Из последних выводятся свойства нулей и доказывается поточечное 
неравенство Турана и его обобщение. 

В третьей части спецкурса для введенных лектором рациональных функций, 
ортогональных на окружности, устанавливаются выражения через соответствующие 
ортогональные многочлены. Это позволяет установить соотношения между ядрами 
Кристоффеля – Дарбу для тригонометрических ортогональных полиномов и многочленов, 
ортогональных на окружности, а также между полиномами этих двух систем. Свойства нулей 
тригонометрических ортогональных полиномов устанавливаются тоже с помощью формул, 
выражающих их через многочлены, ортогональные на окружности. 

В четвертой части спецкурса многочлены, ортогональные на отрезке, выражаются через 
многочлены, ортогональные на окружности, и тригонометрические ортогональные полиномы. 
Свойства нулей многочленов, ортогональных на отрезке, выводятся из свойств нулей 
тригонометрических ортогональных полиномов. Несколько лекций посвящено многочленам 
Якоби (формула Родрига, дифференциальное уравнение, связь с гипергеометрической 
функцией, формула дифференцирования, рекуррентное соотношение, формула Кристоффеля – 
Дарбу). Кроме того, вычисляются коэффициенты разложения многочлена Якоби одной 
системы по многочленам Якоби другой системы. Последний результат находит применения 
при исследовании равносходимости ряда Фурье – Якоби с рядом Фурье – Чебышева. 
 
 
СОДЕРЖАНИЕ КУРСА 
 
1.  Предварительные сведения из теории пространств со скалярным произведением. 
2.  Процесс ортогонализации Шмидта. 
3.  Первый критерий ортогональности. 
4.  Детерминантные представления ортонормальной системы в пространстве со скалярным 

произведением. 
5.  Ряд Фурье в пространстве со скалярным произведением. 
6.  Определения алгебраических и тригонометрических ортогональных полиномов. 



7.  Теорема Сегё о явном выражении многочлена, ортогонального на окружности с весом 
специального вида (являющимся минус первой степенью положительного 
тригонометрического полинома). 

8. Выражение элементов системы  , 0
( )n n

R z




, полученной при ортогонализации 

последовательности  на единичной окружности по мере 1 2 21, , , , ,z z z z   1 ( )d  , через 

многочлены, ортогональные на 1 с той же мерой (– результат лектора). 

9.  Рекуррентные формулы и формула Кристоффеля – Дарбу для многочленов, 
ортогональных на отрезке. 

10.  Аналог формулы Кристоффеля – Дарбу для многочленов, ортогональных на окружности. 
11.  Рекуррентные соотношения для многочленов, ортогональных на окружности. 
12.  Неравенство Турана и его обобщение (лектором). 
13. Выражение действительных и мнимых частей полиномов ,2 1( )i

nR e 
   и ,2 ( )i

nR e 
  через 

полиномы порядка  системы тригонометрических полиномов n , (kT ) , полученной при 

ортогонализации методом Шмидта по мере ( )d  на периоде последовательности 
1,cos ,sin ,cos 2 ,s ,in 2    (результат лектора). Получение в виде следствий формул Сегё, 
связывающих многочлены, ортогональные на отрезке и на окружности. 

14. Формула приращения аргумента многочлена, ортогонального на окружности, при переходе 
из одной её точки в другую, и её применение к доказательству простоты и 
перемежаемости нулей полиномов 2 1( )nT   и 2 ( )nT   (результаты лектора). 

15. Простота нулей многочленов, ортогональных на отрезке. Доказательство (принадлежащее 
лектору) перемежаемости нулей многочленов с соседними номерами, ортогональных на 
прямой (в частности, на отрезке), с использованием соответствующих свойств 
тригонометрических ортогональных полиномов. 

16. Квадратурная формула типа Гаусса. Функция и коэффициенты Кристоффеля. 
17. Многочлены Якоби. 
18. Многочлены Лагерра и Эрмита. 
 
ЛИТЕРАТУРА 
 
1. Аткинсон Ф. Дискретные и непрерывные граничные задачи. М.: Мир, 1968. 
2. Ахиезер Н. И. Классическая проблема моментов и некоторые вопросы анализа, связанные 

с нею. М.: ГИФМЛ, 1961. 
3. Бейтмен Г., Эрдейи А. Высшие трансцендентные функции: функции Бесселя, функции 

параболического цилиндра, ортогональные многочлены. Пер. с англ. 2-е изд. М.: Наука, 
1974. 

4. Геронимус Я. Л. Теория ортогональных многочленов (обзор достижений отечественной 
математики). М.: Гостехиздат, 1950. 

5.  Геронимус Я. Л. Многочлены, ортогональные на окружности и на отрезке. М.: Физматгиз, 
1958. 

6. Гренандер У., Сегё Г. Тёплицевы формы и их приложения. М.: ИЛ, 1961. 
7. Джексон Д. Ряды Фурье и ортогональные полиномы. М.: ИЛ., 1948. 
8. Натансон И. П. Конструктивная теория функций. М.: ГИТТЛ. М.–Л., 1949. 
9. Никифоров А. Ф., Суслов С. К., Уваров В. Б. Классические ортогональные полиномы 

дискретной переменной. М.: Наука, 1985. 
10. Никишин Е. М., Сорокин В. Н. Рациональные аппроксимации и ортогональность. М.: 

Наука, 1988. 
11. Пашковский С. Вычислительные применения многочленов и рядов Чебышёва. Пер. с 

польск. М.: Наука, 1983. 
12. Сегё Г. Ортогональные многочлены. М.: Физматгиз, 1962. 
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13. Смирнов В. И., Лебедев Н. А. Конструктивная теория функций комплексного переменного. 
М.–Л.: Наука, 1964. 

14. Суетин П. К. Многочлены, ортогональные по площади и многочлены Бибербаха // Труды 
МИАН СССР. Т. 100. М.: Наука, 1971. 

15. Суетин П. К. Классические ортогональные многочлены. Изд. 2-е, дополненное. М.: Наука, 
1979. 

16. Суетин П. К. Ортогональные многочлены по двум переменным. М.: Наука, 1988. 
 

 

Программа курса 

ДИСКРЕТНЫЕ И НЕПРЕРЫВНЫЕ МОДЕЛИ В ЭКОНОМИКЕ. 

СТОХАСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ  

Автор – д. ф.-м. н., профессор И. В. Мельникова  

 
Лекции 70 часов 
 
ВВЕДЕНИЕ 

 
В настоящее время огромный интерес вызывают модели, построенные с учетом 

случайных возмущений. Математически такие модели приводят к дифференциальным 
уравнениям со случайными процессами, называемым стохастическими дифференциальными 
уравнениями. 

Задача курса – дать математические основы теории стохастических уравнений и 
познакомить студентов с их применением в финансовой математике, уделяя особое внимание 
экономико-математическим принципам, лежащим в основе построения моделей финансовой 
математики – безарбитражности, риск-нейтральности мер и мартингальности. С этой целью 
начинается курс с конструкции  дискретных (биномиальных) моделей финансовой 
математики, важных как с точки зрения осознания указанных принципов, так и использования 
в качестве приближенных методов. 
 
СОДЕРЖАНИЕ КУРСА 
 
4. Определение первичных и производных ценных бумаг (акции, бонды, опционы разного 

рода). 
5. Однопериодные биномиальные модели. Принцип безарбитражности. 
6. Многопериодные  биномиальные модели. Принцип риск-нейтральности. Мартингалы. 

Принцип мартингальности. 
7. Примеры задач из биологии, экономики, физики и др. областей, приводящие к решению 

стохастических дифференциальных уравнений.  
8. Предварительный материал из теории случайных величин и случайных процессов. 

Теорема Колмогорова. Броуновское движение. Основные свойства.  
9. Интеграл Ито. Связь между интегралами Ито и Стратоновича.  
10. Стохастические интегралы и Ито формула: одномерный и многомерный случаи, примеры.  
11. Стохастические дифференциальные уравнения. Сильные и слабые решения. Модель роста 

популяции и другие примеры.  
12. Теорема существования и единственности.  
13.  Примеры решения стохастических дифференциальных уравнений. 
14.  Броуновское движение как предел масштабированных случайных блужданий  и 

геометрическое броуновское движение как предел решений, полученных в биномиальных 
моделях. 



 21

15. Уравнение Блэка – Шоулса – Мертона. 
16. Задача фильтрации. Линейная задача фильтрации, разбитая по шагам. Фильтр Калмана – 

Бьюси.  
17. Задача диффузии: основные свойства решений. Определение диффузии Ито. Марковское 

свойство.  
18. Генератор диффузии, характеристический оператор. Формула Дынкина. Уравнения 

Колмогорова.  
 
ЛИТЕРАТУРА 
 
1. Оксендаль Б. Стохастические дифференциальные уравнения. Введение в теорию и 

приложения. М.: Мир: АСТ, 2003. 408 с.  
2. Melnikova I. V., Filinkov A. I., Anufrieva U. A. Abstract stochastic equations I: classical and 

distribution solutions. // J. of Math. Sciences, Functional Analysis. 2002. 111, № 2. P. 3430–3475. 
3. Shreve Steven E. Stochastic Calculus for Finance I. The Binomial Asset Pricing Model. Springer 

Finance. 2005. C.187. 
4. Shreve Steven E. Stochastic Calculus for Finance II.  Continuous Asset Pricing Models. Springer 

Finance. 2006. C.340. 
 
 
 

Программа курса 

ПРЯМЫЕ И ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ПОТЕНЦИАЛА  

(ПОТЕНЦИАЛЬНЫХ ГЕОФИЗИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ) 

Автор – член-корр. РАН,  д. ф.-м. н, профессор П. С. Мартышко 

Лекции 70 часов 

 
ВВЕДЕНИЕ 
 

Рассматриваются методы решения прямых и обратных задач теории потенциала, 
вопросы существования и единственности решения обратных задач. Излагаются как 
классические, так и оригинальные результаты, их приложение к интерпретации реальных 
геофизических данных. 

Предполагается знание математического анализа, теории функций комплексного 
переменного, основ функционального анализа. 
 
СОДЕРЖАНИЕ КУРСА 
 
1. Специальные вопросы теории ньютоновского потенциала. 
2. Гравитационный потенциал, потенциал стационарного магнитного поля и стационарного 

электрического поля в проводящей среде. Их взаимная связь. 
3. Ньютоновский потенциал объемных масс, потенциал простого и двойного слоя. Их 

свойства. 
4. Первая и вторая производные ньютоновского потенциала объемных масс. Уравнения 

Лапласа и Пуассона. Их аналоги в электрических и магнитных полях. 
5. Задачи Дирихле и Неймана. Сведение к интегральным уравнениям 2 рода. 
6. Решение задачи Дирихле с помощью функций Грина. Интеграл Пуассона для сферы и 

плоскости (трехмерный и двумерный вариант). 
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7. Обратная задача теории потенциала. Теоремы единственности решения при заданной 
плотности (теоремы Новикова, Сретенского, Шашкина, Симонова, Прилепко). 

8. Обратная задача для тела, близкого к данному (по В.К. Иванову). 
9. Представление внешнего поля при помощи трехмерных аналогов интегралов типа Коши 

(по М.С.Жданову). 
10. Граничная задача для электрического и магнитного потенциала в кусочно-однородных 

средах. Интегральные уравнения задачи для эквивалентного простого и двойного слоя. 
11. Уравнения теоретических обратных задач (трехмерных) гравимагниторазведки. 
12. Уравнения теоретических обратных задач (трехмерных) электроразведки с явно заданным 

оператором. 
13. Математическая теория двумерных потенциальных полей на базе теории функций 

комплексного переменного. 
14. Комплексная напряженность потенциального поля и ее связь с логарифмическим 

потенциалом. 
15. Уравнение контура области в комплексных переменных и его связь с напряженностью 

создаваемого ею поля. Представление внешнего поля ограниченной области интегралом 
типа Коши. 

16. Обратная задача теории логарифмического потенциала. Интегральное уравнение 
В.К.Иванова. 

17. Разрешимость обратной задачи в конечном виде. Классы потенциалов, для которых 
теоретическая обратная задача разрешима в конечном виде. Принципы их применения к 
интерпретации наблюденных потенциальных полей. 

18. Теория эквивалентных решений обратной задачи. Необходимые и достаточные условия 
эквивалентности однородных областей. Примеры эквивалентных семейств. 

19. Эквивалентность в случае переменной плотности. Сравнительная оценка степени 
неоднозначности решения. 

20. Представление внешних полей от границ раздела (контактных поверхностей) двух сред 
интегралами типа Коши. 

21. Теоретическая обратная задача для границ раздела. Основные отличия обратной задачи 
для границ раздела по сравнению с ограниченными объектами. 

22. Теоретическая обратная задача магниторазведки с учетом размагничивания.  

 

ЛИТЕРАТУРА 
 
1. Сретенский Л. Н. Теория ньютоновского потенциала. М.-Л.: Гостехиздат, 1946. 
2. Цирульский А. В. Функции комплексного переменного в теории и методах потенциальных 

геофизических полей. Свердловск: Наука, 1990. 
3. Жданов М. С. Аналоги интеграла типа Коши в теории геофизических полей. М.: Наука, 

1984. 
4. Мартышко П. С. Некоторые вопросы теории и алгоритмы решения задач метода 

подмагничивания. Свердловск: Наука, 1982. 
5. Мартышко П. С. Обратные задачи электромагнитных геофизических полей. Екатеринбург: 

Наука, 1996. 
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КУРСЫ ПО ВЫБОРУ 
 

Программа курса  

 ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ 

Автор – д. ф.-м. н., старший научный сотрудник М. И. Гусев 

 
Лекции 36 часов 

 
ВВЕДЕНИЕ 

 
Теория принятия решений предназначена для оказания помощи лицу, принимающему 

решение при выборе возможных действий в условиях, когда затруднена или невозможна 
однозначная оценка последствий принимаемых решений. Теория принятия решений имеет 
много-дисциплинарный характер, модели и методы теории разрабатываются и применяются в 
экономике, прикладной математике, социологии и психологии, информатике. В рамках 
данного курса изучаются математические модели и методы принятия решений. Основное 
внимание уделяется изложению методов решения задач многокритериальной оптимизации, 
формализации задач принятия решений в условиях неопределенности. Кратко 
рассматриваются элементы теории игр. Приводятся иллюстрирующие примеры из области 
финансовой математики, планирования производства, управления запасами. 

При изложении материала используются дисциплины: математический анализ, 
выпуклый и многозначный анализ, теория вероятности и методы оптимизации. 

В результате изучения курса студент получает представление об основных подходах к 
решению задач о наилучшем выборе альтернатив в ситуациях, когда альтернативы 
оцениваются совокупностью критериев и на процесс принятия решений влияют 
неконтролируемые факторы.  

 
СОДЕРЖАНИЕ КУРСА 
 
1. Многокритериальные задачи принятия решений. 

1.1. Формализация задач многокритериальной оптимизации, множество Парето. Внешняя 
устойчивость множества Парето. Свертки критериев и характеризация множества 
Парето. Линейные свертки критериев в выпуклых и линейных задачах 
многокритериальной оптимизации. 

1.2. Функции ценности ЛПР. Локальные коэффициенты замещения. Свойства функции 
ценности, вытекающие из поведения локальных коэффициентов замещения.  

1.3. Человеко-машинные процедуры принятия решений.  
1.4. Решение задач многокритериальной оптимизации методами целевого 

программирования. 
2. Принятие решений в условиях неопределенности.  

2.1. Классификация задач принятия решений, способы описания неопределенности. 
2.2. Функции полезности ЛПР. Свойства функции полезности, характеризующие 

склонность и несклонность к риску. Локальная несклонность к риску. Теорема Пратта. 
2.3. Парадокс Алле. Причины нерационального поведения ЛПР. 
2.4. Принятие решений в условиях риска на примере задачи о выборе оптимального 

портфеля ценных бумаг. 
2.5. Задача управления запасами. Детерминированный и стохастический варианты. 

3. Игровые задачи принятия решений.  
3.1. Терема о существовании седловой точки для антагонистических игр. Смешанные 

сстратегии в матричных играх. Существование решений в позиционных играх. 
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3.2. Игры с непротивоположными интересами. Равновесие по Нэщу, теорема 
существования. Критический анализ равновесных решений, арбитражные схемы.  

3.3. Коллективный выбор решения. Системы голосования и парадокс де Кондорсэ. 
Формализация задачи о построении системы голосования. Теорема Эрроу 

 
ЛИТЕРАТУРА 

 
1. Льюс Р. Д., Райфа Х. Игры и решения. М.: ИЛ, 1961. 
2. Вопросы анализа и процедуры принятия решений. М.: Мир, 1976. 
3. Райфа Г. Анализ решений. М.: Наука, 1977. 
4. Кини Р., Райфа Х. Принятие решений при многих критериях: предпочтения и замещения. 

М.: Радио и связь, 1981. 
5. Подиновский В. В., Ногин В. Д. Парето-оптимальные решения многокритериальных задач. 

М.: Наука, 1982. 
6. Юдин Д. Б. Вычислительные методы теории принятия вешений. М.: Наука, 1989. 
7. Штойер Р. Многокритериальная оптимизация. Теория, вычисления и приложения. М.: 

Радио и Связь, 1992. 
8. Ларичев О. И., Мошкович Е. М. Качественные методы принятия решений. М.: Физматлит, 

1996.  
9. Ларичев О. И. Теория и методы принятия решений. М: Логос, 2000.  
 
 

Программа курса  

ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ 

Автор – член-корр. РАН, д. ф.-м. н., профессор Ю. Н. Субботин 

 
Лекции 34 часа 
 
ВВЕДЕНИЕ 

 
В курсе рассматриваются общие вопросы теории приближения, некоторые классы задач 

теории приближения функций одного и многих переменных, которые часто встречаются в 
прикладных вопросах. 

Основная цель – познакомить с классическими и современными методами решения задач 
теории приближения: интерполирование, наилучшее приближение, сплайны, всплески. 
Сделать обзор результатов и литературы по данной тематике, включая последние публикации. 

Курс призван способствовать формированию необходимой математической культуры по 
одному из фундаментальных разделов математики. 
 
СОДЕРЖАНИЕ КУРСА 
 
1. Общие постановки задач теории приближения функций. 
2. Теоремы существования и единственности элемента наилучшего приближения (ЭНП). 
3. Приближение в гильбертовых пространствах. Существование ЭНП в любом 

подпространстве. Критерий ЭНП. Построение ЭНП. 
4. Наилучшее равномерное приближение алгебраическими многочленами. Теоремы 

Чебышева и Валле-Пуссена. Единственность. Проблема Хаара. 
5. Полиномы Чебышева. Неравенства Маркова. 
6. Наилучшее приближение рациональными дробями. 
7. Интерполяционные многочлены. Константы Лебега. Неравенство Лебега. 
8. Модули непрерывности и гладкости и их свойства. 



9. Наилучшее равномерное приближение непрерывных периодических функций 
тригонометрическими полиномами. 

10. Теорема Фавара и классы rW . Свойства сумм Фавара. 
11. Теорема Джексона – Стечкина. 
12. Неравенство Бернштейна. Интерполяционная формула Рисса и распространение 

неравенства Бернштейна на pL . 

13. Теорема Черных в 2L . 

14. Поперечники по Колмогорову. Наилучшие неравенства Маркова в смысле Л. В. Тайкова. 
15. Линейные методы суммирования. 
16. Сплайны – параболические и кубические. 
17. Вывод системы для нахождения параметров интерполяционных параболических и 

кубических сплайнов. 
18. Оценки погрешности аппроксимации. 
19. Сплайны нечетной степени. Первое и второе интегральные соотношения. 
20. Оценки погрешности аппроксимации в 2L  и pL . 

21. Экстремальность сплайнов как экстремальных подпространств для поперечников. 
22. Экстремальная интерполяция. Неравенства Маркова для сплайнов. Приложение к 

поперечникам. 
23. Многомерная кусочно полиномиальная аппроксимация. Связь с методом конечных 

элементов. 
24. Понятие о всплесках. 
 
ЛИТЕРАТУРА 
 
1. Корнейчук Н. П. Экстремальные задачи теории приближения. М.: Наука. 1976. 320 с. 
2. Корнейчук Н.П. Точные константы в теории приближения. М.: Наука. 1987. 424 с. 
3. Алберг Дж., Нильсон Э., Уолш Дж. Теория сплайнов и ее приложения. М.: Мир. 1972. 

318 с. 
 
 

Программа курса 

СПЛАЙНЫ И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ  

Автор – член-корр. РАН, д. ф.-м. н., профессор Ю. Н. Субботин  

 
Лекции 70 часов 
 
1. Экстремальная задача интерполяции при ограничениях на старшую производную. 
2. Интерполяционные сплайны с равномерными узлами. Явные формулы для параметров 

сплайна. 
3. Оценки погрешности на классах дифференцируемых функций. 
4. Неравенства Маркова для сплайнов и их применение к оценкам колмогоровских 

поперечников. 
5. Определяющие уравнения для параметров интерполяционных параболических и 

кубических сплайнов. Матрицы с доминирующей главной диагональю. 
6. Оценки погрешности аппроксимации. 
7. Сплайны нечетной степени. Краевые условия. Размерность. Теоремы существования и 

единственности интерполяционных сплайнов нечетной степени. 1-е и 2-е интегральное 
соотношения для интерполяционных сплайнов нечетной степени. Оценки погрешности 
аппроксимации.  
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8. В-сплайны. Применение сплайнов при решении краевых задач, аппроксимации неявно 
заданных функций, в методе наименьших квадратов. 

9. Многомерные сплайны. 
10. Понятие о L  и mD -сплайнах. 
11. Интерполяционные всплески на основе сплайнов четной и нечетной степени с 

равномерными узлами.  
12. Преобразование Фурье. Функции Мейера и их обобщения. Ортонормированные системы 

всплесков. Условие ортонормированности в терминах преобразования Фурье. 
13. Мультиразрешающий анализ. Проблемы сжатия изображений. 
 

ЛИТЕРАТУРА 

 
1. Алберг Дж., Нильсон Э., Уолш Дж. Теория сплайнов и ее приложения. М.: Мир, 1972. 318 

с. 
2. Стечкин С. Б., Субботин Ю. Н. Сплайны в вычислительной математике. М.: Наука. 1976. 

240 с. 
3. Де Бор К. Практическое руководство по сплайнам. М.: Мир, 1985. 304 с. 
4. Добеши И. Десять лекций по вейвелетам. Москва, Ижевск, 2001. 463 с. 
5. Чуи К. Введение в вейвелеты. М.: Мир, 2001. 414 с. 
 

 

Программа курса 

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ В АНАЛИЗЕ 

Автор – д. ф.-м. н. А. Р. Данилин  

 
Лекции 36 часов 

 
ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ КУРСА 

 
Специальный курс «Асимптотические методы в анализе» читается на математико-

механическом факультете в течение 5 семестра.  
Цель этого курса – изложить основные понятия и методы асимптотического анализа, 

теории возмущений, как регулярных, так и сингулярных; проиллюстрировать основные 
методы на содержательных примерах, показать возможные сферы применения и дальнейшего 
обобщения.  

Контрольная работа призвана дать навык самостоятельного применения основных 
методов в модельных задачах. 
 
СОДЕРЖАНИЕ КУРСА 

 
Асимптотические представления функций. Калибровочные последовательности, 

определение асимптотического ряда; свойства асимптотических рядов: линейная комбинация, 
умножение, деление, интегрирование; единственность асимптотического разложения по 
заданной калибровочной последовательности функций, эквивалентность различных 
определений разложения функции в асимптотический ряд. 

Степенные асимптотические ряды. Теорема о существовании непрерывной функции, 
разлагающейся в заданный степенной асимптотический ряд, асимптотические разложения 
композиции и обратной функции, асимптотические разложения решений трансцендентных 
уравнений уравнений. 
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Асимптотические разложения сумм. Использование группового и одиночного 
преобладания, интегральные оценки и степенные суммы. 

Асимптотические разложения интегралов. Использование интегрирования по частям; 
метод введения промежуточного параметра; метод Лапласа (различные случаи достижения 
максимума показателя экспоненты: на границе интервала интегрирования и во внутренней 
точке); метод стационарной фазы (отсутствие стационарных точек фазы, наличие конечного 
числа стационарных точек на интервале); асимптотика функции Бесселя при больших 
значениях аргумента; метод перевала; асимптотика функции Эйри при больших значениях 
аргумента. 

Асимптотика решений обыкновенных линейных дифференциальных уравнений второго 
порядка при больших значениях аргумента. Преобразования Лиувилля, построение 
формальной асимптотики для фундаментальной системы решений стандартного уравнения 
(малое возмущение линейного уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами и 
нулевым коэффициентом при первой производной), обоснование построенной асимптотики 
сведением к интегральному уравнению и применением теоремы Банаха о сжимающем 
отображении. 

Асимптотика решений краевых задач. Краевые задачи для линейных дифференциальных 
уравнений второго порядка и условия их разрешимости, априорные оценки; сингулярно 
возмущенные краевые задачи; построение внешнего разложения, функции пограничного слоя 
и построение внутреннего разложения, обоснование полученной асимптотики. 

Метод двух масштабов. Почти периодические движения, проблема описания при 
больших временах (возникновение вековых слагаемых), формальное построение асимптотики 
методом двух масштабов, обоснование построенной асимптотики. 
 
ОСНОВНАЯ ЛИТЕРАТУРА  
 
1. Де Брейн. Асимптотические методы в анализе. М.: ИЛ, 1961. 247 с. 
2. Евграфов М. И. Асимптотические оценки и целые функции. М.: Физматгиз, 1962, 200 с. 
3. Найфэ А. Х. Методы возмущений. М.: Мир, 1976. 455 с.  
4. Федорюк М. В. Асимптотические методы для линейных обыкновенных 

дифференциальных уравнений. М.: Наука, 1983. 352 с. 
5. Федорюк М. В. Метод перевала. М.: Наука, 1977. 368 с.  
6. Эрдеи А. Асимптотические разложения. М.: Физматгиз, 1962. 127 с. 
 
ДОПОЛНИТЕЛЬНАЯ ЛИТЕРАТУРА  
 
1. Вазов В. Асимптотические разложения решений дифференциальных уравнений. М.: Мир, 

1968. 464 с.  
2. Ильин А. М. Согласование асимптотических разложений решений краевых задач. М.: 

Наука, 1989. 334 с. 
3. Коул Дж. Методы возмущений в прикладной математике. М.: Мир, 1972. 274 с. 
4. Олвер Ф. Введение в асимптотические методы и специальные функции. М.: Наука, 1978. 

376 с.  
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Программа курса 

МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ 

Автор – д. ф.-м. н., старший научный сотрудник М. И. Гусев 

Лекции 72 часа 

 
Введение. Примеры экстремальных задач. Конечномерные и бесконечномерные 

оптимизационные задачи. Классификация задач. Используемая терминология. История 
развития методов оптимизации. 

Введение в выпуклый анализ. Основы дифференциального исчисления в  линейных 
пространствах. Выпуклые множества в конечномерных пространствах. Свойства выпуклых 
множеств. Теорема Каратеодори. Теоремы об отделимости выпуклых множеств. Теорема 
Фаркаша.  Выпуклые функции, их свойства. Критерии выпуклости. Субградиент и 
субдифференциал выпуклой функции.   Производные по направлению, производные Гато и 
Фреше функций и функционалов. 

Задачи нелинейного программирования. Необходимые и достаточные условия 
оптимальности. Необходимые и достаточные условия оптимальности для задачи на 
безусловный экстремум функции n переменных. Касательный конус к ограничениям 
экстремальной задачи. Свойства касательных конусов для ограничений типа равенств и 
неравенств. Правило множителей Лагранжа для задачи математического программирования с 
ограничениями типа равенства. Необходимые условия первого порядка для задач 
математического программирования с ограничениями типа неравенства. Необходимые 
условия оптимальности второго порядка для задачи с ограничениями типа равенства. 
Формулировка необходимых условий оптимальности для задачи со смешанными 
ограничениями. Достаточные условия оптимальности для задач с ограничениями типа 
равенства. Формулировка достаточных условий  оптимальности для задачи со смешанными 
ограничениями. Интерпретация множителей Лагранжа. 

Выпуклое программирование  и теория двойственности. Задача выпуклого 
программирования, ее свойства. Теорема Куна-Таккера о седловой точке функции Лагранжа в 
задаче выпуклого программирования. Седловые точки функций  и взаимно-двойственные 
экстремальные задачи. Теорема двойственности для задачи выпуклого программирования. 
Геометрическая и экономическая интерпретация двойственности. Теорема о 
дифференцируемости целевой функции двойственной задачи к задаче выпуклого 
программирования. 

Линейное программирование, двойственность в задачах линейного программирования.  
Задачи линейного программирования. Геометрическая интерпретация задачи. 
Эквивалентность разных форм записи задач. Крайние точки множества допустимых векторов 
и свойства решений задачи линейного программирования. Общая схема симплекс-метода. 
Теоремы двойственности в линейном программировании.  

Простейшая задача вариационного исчисление, необходимые и достаточные условия 
экстремума. Первая  вариация функционала в простейшей задаче вариационного исчисления. 
Вывод уравнения Эйлера для  простейшей задачи вариационного исчисления. Вторая 
вариация функционала. Условие Лежандра для простейшей задачи  вариационного 
исчисления. n-мерные вариационные задачи. Необходимые условия  первого и второго 
порядков слабого экстремума. Задача вариационного исчисления с выпуклым функционалом, 
необходимые и достаточные условия минимума. Условие неотрицательности квадратичного 
функционала. Необходимые условия Якоби слабого минимума для простейшей задачи 
вариационного исчисления. Достаточное условие положительности квадратичного 
функционала. Достаточные условия слабого минимума для простейшей задачи вариационного 
исчисления. 

Вариационные задачи с подвижными границами и задачи на условный экстремум. Общая 
формула вариации функционала. Задачи вариационного исчисления с подвижными 
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границами. Условия трансверсальности. Кусочно-гладкие экстремали, условия Вейерштрасса -
 Эрдмана. Изопериметрическая вариационная задача, правило  множителей Лагранжа. Задача 
Лагранжа, необходимые условия слабого экстремума. 

Условия сильного экстремума в вариационных задачах и задачи оптимального 
управления. Функция Вейерштрасса. Необходимые условия Вейерштрасса сильного 
экстремума. Поле экстремалей, достаточные условия сильного экстремума. Постановка задачи 
оптимального управления. Принцип максимума Понтрягина, связь с условиями 
оптимальности в вариационных задачах. 
 
ЛИТЕРАТУРА 
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9. Карманов В. Г. Математическое программирование. М.: Наука. 1975.  
10. Лаврентьев М. А., Люстерник Л. А. Курс вариационного исчисления. М.: ГОНТИ, 1938. 
11. Поляк Б. Т. Введение в оптимизацию. М.: Наука. 1983. 
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Программа курса 

ГРАНИЧНЫЕ СВОЙСТВА АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ  

Автор – д. ф.-м. н., профессор В. М. Бадков 

Лекции 36 часов 

 
Предварительные сведения об интегралах Пуассона, Пуассона – Лебега и Пуассона – 

Стилтьеса. Интеграл Пуассона – Стилтьеса – гармоническая в единичном круге функция. 
Теорема о радиальных граничных значениях интеграла Пуассона – Стилтьеса. Формула 
Пуассона. Теорема единственности определения ограниченной аналитической функции по ее 
радиальным граничным значениям. О радиальных граничных значениях производной от 
функции, аналитической в открытом круге, непрерывной в его замыкании и ограниченной 
вариации на его границе. Класс гармонических функций, представимых интегралом 
Пуассона – Стилтьеса. Теорема Витали и ее применение к доказательству леммы о 
радиальном и угловом пределах. Теорема Фату и ее следствия. Формула Пуассона – Иенсена. 
Функция Бляшке. 

Субгармонические функции: определение, простейшие свойства, примеры. Принцип 
максимума для субгармонической функции и его обобщение. Теорема Гарнака. Критерий 
существования гармонической мажоранты для субгармонической в круге функции. Классы 
Неванлинна, Харди: определения, вложения. Теорема Неванлинна и ее следствия. Теорема 
Рисса. 

Теорема Смирнова об аналитической в круге функции с положительной действительной 
частью. Теорема Смирнова об интеграле типа Коши – Стилтьеса. Интеграл Пуассона –



 Стилтьеса в случае комплексной меры: предельное свойство, условие аналитичности. 
Интеграл Коши – Стилтьеса. Теорема Фихтенгольца. Интегральное неравенство Иенсена. 
Теорема Сеге. Формула Смирнова для функции класса Харди. 
 
ЛИТЕРАТУРА 
 
1. Привалов И. И. Граничные свойства аналитических функций. М.-Л.: ГИТТЛ, 1950. 
2. Маркушевич А. И. Теория аналитических функций. Т. 1–2. М.: Наука, 1967–1968. 
3. Гарнет Дж. Ограниченные аналитические функции. М.: Мир, 1984. 
4. Кусис П. Введение в теорию пространств pH . М.: Мир, 1984. 

 

 
 

Программа курса 

ОПТИМАЛЬНОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ ОПЕРАТОРОВ  

Автор – д. ф.-м. н., профессор В. В. Арестов 

 
Лекции 36 часов 
 
СОДЕРЖАНИЕ КУРСА 
 

Два варианта модуля непрерывности линейного неограниченного оператора на классе 
элементов банахова пространства. Их связь между собой. 

Задача Стечкина о наилучшем приближении неограниченного линейного оператора 
ограниченными операторами на классе элементов банахова пространства. Оценка снизу 
величины наилучшего приближения оператора через его модуль непрерывности (теорема 
С. Б. Стечкина). 

Проблема оптимального восстановления значений неограниченного оператора на 
элементах класса, заданных с погрешностью. Оценка снизу величины оптимального 
восстановления через модуль непрерывности оператора на классе элементов. 

Неравенство Ландау – Адамара между нормами функции, ее первой и второй 
производными в пространстве ( ,C )  . Наилучшее приближение оператора 
дифференцирования первого порядка на классе дважды дифференцируемых функций в 
пространстве . Оптимальное дифференцирование функций с ограниченной второй 
производной, заданных с ошибкой в пространстве 

( ,C  )
)( ,C   . 

Наилучшее приближение оператора дифференцирования первого порядка на классе 
трижды дифференцируемых функций в пространстве ( ,C )  . Решение всех трех задач. 
Наилучшее приближение оператора дифференцирования второго порядка на классе трижды 
дифференцируемых функций в пространстве ( ,C )  . 

Чебышевский радиус множества: чебышевский центр множества. Наилучший 
(нелинейный) метод оптимального восстановления значений неограниченного оператора на 
элементах класса, заданных с погрешностью. 

Линейное восстановление значений неограниченного оператора на элементах класса, 
заданных с погрешностью; двусторонняя связь с соответствующей задачей Стечкина. 

Наилучшее приближение (линейных неограниченных) функционалов. Зависимость 
модуля непрерывности оператора дифференцирования порядка на классе  раз 
дифференцируемых функций  на числовой оси и полуоси от аргументов 

k n
(0 )k n   и M . 

Неравенства Колмогорова. Необходимое и достаточное условие на параметры для конечности 
константы в неравенстве Колмогорова. Теорема В. Н. Габушина. Доказательство 
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необходимости. Достаточное условие на параметры для конечности константы в неравенстве 
Колмогорова.  

Зависимость от  величины N ( )E N
n

 наилучшего приближения оператора 
дифференцирования порядка  на классе  раз дифференцируемых функций на оси и 
полуоси. Теорема конечности.  

k

Нерешенные задачи. 
 

ЛИТЕРАТУРА 
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III. ПРОГРАММА ВСТУПИТЕЛЬНОГО ЭКЗАМЕНА 
 
1. Определители N-го порядка. Свойства определителей. Разложение определителя по 

минорам. 
2. Линейные пространства. Линейная зависимость и независимость элементов. Базис и 

размерность пространства. Размерность суммы пространств (*).  Прямая сумма, 
разложение линейного пространства в прямую сумму одномерных подпространств. 

3. Матрицы и действия с ними. Теорема о ранге матрицы. Определитель произведения 
матриц. Обратная матрица. 

4. Системы линейных уравнений. Теорема Крамера (*). Критерий совместности и строение 
общего решения совместной системы линейных уравнений. Однородные системы 
линейных  уравнений, фундаментальная система решений. 

5. Линейные операторы. Размерность ядра и образа линейного оператора (*). Собственные 
числа и векторы, теорема о связи собственных чисел линейного оператора с корнями его 
характеристического уравнения. 

6. Евклидовы и унитарные пространства. Процесс ортогонализации, ортонормированный 
базис. Разложение пространства в прямую сумму пространства и его ортогонального 
дополнения (*). 

7. Общая алгебра. Основные алгебраические системы: полугруппы и группы, кольца и поля, 
решетки. Гомоморфизмы и конгруэнции. 

8. Теория пределов. Предел последовательности, его свойства. Верхняя и нижняя грани 
множества. Лемма о стягивающихся отрезках (*). Лемма о выделении конечного покрытия. 
Теорема Больцано – Вейерштрасса (*). Предел монотонной функции. Критерий Коши о 
существовании предела последовательности (*). 

9. Непрерывные функции. Различные определения непрерывности функции в точке и их 
эквивалентность. Теорема о существовании и непрерывности обратной функции. Теорема 
Коши о промежуточных значениях (*). Теорема Вейерштрасса о функциях, непрерывных 
на ограниченном замкнутом множестве (*). Теорема Кантора о равномерной 
непрерывности (*). 

10. Дифференцируемые функции. Теорема Ролля, Лагранжа (*). Правило Лопиталя. Формула 
Тейлора с остаточным членом. Признаки возрастания и убывания функции. Правило 
нахождения экстремальных значений функции. 

11. Интегральное исчисление. Теорема существования определенного интеграла (*). 
Интегрируемость ограниченной функции с конечным числом точек разрыва. Теорема о 
среднем значении интеграла. Формула Ньютона – Лейбница. 

12. Функции многих переменных. Полный дифференциал. Достаточные условия 
дифференцируемости (*). Теоремы существования, непрерывности, дифференцируемости 
неявной функции. 

13. Числовые ряды. Критерий Коши. Признаки сходимости (Даламбера, Коши). 
14. Функциональные ряды. Признаки Вейерштрасса о равномерной сходимости ряда (*). 

Теорема о непрерывности суммы функционального ряда (*). Теорема о почленном 
дифференцировании функционального ряда (*).   

15. Степенные ряды на числовой оси и в комплексной плоскости. Радиус сходимости (*). 
Бесконечная дифференцируемость суммы степенного ряда (*); ряд Тейлора.  Разложение 
элементарных функций в степенные ряды (*).  

16. Интегралы, зависящие от параметра. Непрерывность, интегрирование и 
дифференцирование по параметру. Несобственные интегралы, зависящие от параметра, 
равномерная сходимость. Признак Вейерштрасса равномерной сходимости интеграла. 
Непрерывность, интегрирование и дифференцирование несобственного интеграла по 
параметру. 

17. Дифференциальные уравнения первого порядка. Уравнения с разделяющимися 
переменными и приводящиеся к ним (*). Теорема о существовании и единственности 
решения (*). 
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18. Линейные дифференциальные уравнения N-го порядка. Теорема об общем решении 
линейного однородного уравнения (*). Линейное неоднородное уравнение, метод вариации 
производных постоянных (*). Линейное однородное уравнение с постоянными 
коэффициентами, характеристическое уравнение, случай простых (*), кратных, 
комплексных корней. Линейное неоднородное уравнение с постоянными коэффициентами. 

19. Системы дифференциальных уравнений. Системы однородных линейных 
дифференциальных уравнений, фундаментальная система решений (*). Формула 
Остроградского – Лиувилля (*). Неоднородные системы линейных уравнений, метод 
вариации произвольных постоянных (*). Системы линейных уравнений с постоянными 
коэффициентами, случай простых корней (*). 

20. Функции комплексного переменного. Дифференцируемость, условия Коши – Римана (*). 
Теорема Коши об интеграле по замкнутому контуру от аналитической функции (*). 
Интеграл Коши. Ряд Тейлора.  Ряд Лорана. Изолированные особые точки аналитической 
функции (*). Вычеты, теорема Коши о вычетах (*). 

 
Вопросы со звездочкой (*) надо знать с доказательством. 
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15. Маркушевич А. И. Краткий курс теории аналитических функций.  М.: Наука, 1978.  
16. Лаврентьев М. А., Шабат Б. В. Методы теории функций комплексного переменного. М.: 
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 IV.     ПРОГРАММА МАГИСТЕРСКОГО ЭКЗАМЕНА 
           ПО СПЕЦИАЛЬНОСТИ  511201  МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
 
Теория функций действительного переменного 
 
1. Мера, измеримые функции, интеграл.  Аддитивность и счетная аддитивность меры. 
Лебегово продолжение меры. Измеримые функции. Последовательности измеримых функций; 
сходимость по мере и почти  всюду. Теоремы Егорова и Лузина. Интеграл Лебега. 
Предельный переход под знаком интеграла. Сравнение с интегралом Римана. Прямые 
произведения мер. Теорема Фубини ([3, гл.V]; [7, гл.III–VI, XI, XII]; [11, гл.X]). 
 
2. Неопределенный интеграл Лебега. Теория дифференцирования.  Производная 
неопределенного интеграла Лебега. Восстановление функции по ее производной. Абсолютно 
непрерывные функции. Интеграл Лебега как функция множества. Теорема Радона –
 Никодима. Интеграл Стилтьеса ([3, гл.VI]; [7, гл.IX, XIII, XVII]). 
 
3. Функциональные пространства. Пространства ; неравенства Гельдера и Минковского; 

полнота. Ортогональные системы функций в . Ряды по ортогональным системам ([3, 
гл.VII]; [7, гл.VII], [12]).  

pL

2L

 
4. Тригонометрические ряды. Преобразование Фурье. Поточечная, равномерная и 
среднеквадратическая сходимости тригонометрического ряда Фурье. Преобразование Фурье в 
пространствах  и ; конструкция и свойства. Теорема Планшереля. ([3, гл.VIII]; [1, гл.II]; ; 
[11, гл.I]). 

1L 2L

 
Теория функций комплексного переменного 
 
1. Интегральные представления аналитических функций. Интегральная теорема Коши. 
Интегральная формула Коши. Теорема о среднем. Принцип максимума модуля. Лемма 
Шварца. Интеграл типа Коши ([8, гл. IV]; [6, гл. III, §§1–3]; [4, гл.I, §4, гл.III, §3]). 
 
2. Ряды аналитических функций. Особые точки. Вычеты. Равномерно сходящиеся ряды 
аналитических функций; теоремы Вейерштрасса. Разложение аналитических функций в ряды 
Тейлора и Лорана, неравенства Коши. Нули аналитических функций. Теорема 
единственности. Изолированные особые точки (однозначного характера). Вычеты, теорема 
Коши о вычетах. Вычисление интегралов с помощью вычетов. Принцип аргумента. Теорема 
Руше. ([8, гл.V–VII]; [6, гл.III, §§4–7, гл.IV]; [4, гл.I, §5, гл.V, §2]). 
 
3. Мероморфные функции. Теорема Миттаг-Леффлера о мероморфных функциях с 
заданными полюсами и главными частями ([8, гл. IX, §§1, 2]; [6, гл.VII, §§1–3]; [4, гл.V, §1]). 
 
4. Конформные отображения. Конформные отображения, осуществляемые элементарными 
функциями. Принцип сохранения области. Критерий однолистности. Теорема Римана. 
Теоремы о соответствии границ при конформных отображениях ([8, гл. III, §§1, 3; гл.XII, 
§§1, 2, 6, 7]; [6, гл. V, §§1–3]; [4, гл. II]). 
 
5. Аналитическое продолжение. Аналитическое продолжение и полная аналитическая 
функция (в смысле Вейерштрасса). Понятие римановой поверхности. Продолжение вдоль 
кривой. Принцип симметрии. ([8, гл. X]; [6, гл. VIII]). 
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Функциональный анализ 
 
1. Метрические и топологические пространства. Сходимость. Полнота и пополнение 
метрического пространства. Сепарабельность. Принцип сжимающих отображений. 
Компактность в метрических и топологических пространствах ([3, гл. II]; [10, гл. IV]).  
 
2. Нормированные и топологические линейные пространства. Линейные пространства. 
Выпуклые множества и выпуклые функционалы, теорема Хана – Банаха. Нормированные 
пространства. Евклидовы пространства. Топологические векторные пространства ([3, гл. III]; 
[10, гл. IV]). 
 
3. Линейные функционалы и линейные операторы. Непрерывные линейные функционалы. 
Общий вид линейных функционалов в основных функциональных пространствах. 
Сопряженное пространство. Слабая топология и слабая сходимость. Линейные операторы. 
Пространство линейных ограниченных операторов. Компактные (вполне непрерывные) 
операторы ([3, гл.IV, §§1–3, 5, 6]; [10, гл. IV]). 
 
4. Спектр оператора. Сопряженные, самосопряженные, симметричные, положительно 
определенные операторы и их спектральные свойства ([10, гл. V]; [5, гл. VII]; [2]).  
 

5. Обобщенные функции. Основные и обобщенные функции. Дифференцирование 
обобщенных функций. Прямое произведение и свертка обобщенных функций. Обобщенные 
функции медленного роста. Преобразование Фурье обобщенных функций медленного роста 
[1, гл. II]; [3, гл. IV, §4; гл.VIII, §8]; [15]. 
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