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Ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è íóæíî ñäàòü íà îòäåëüíîì ëèñòå, óêàçàâ íà
í¼ì íàçâàíèå êîìàíäû è íîìåð å¼ òåëåôîíà. Ðåøåíèÿ ïðèíèìàþòñÿ â
ïîíåäåëüíèê, 29 ôåâðàëÿ ñ 12:30 äî 12:50 íà êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà. Áàëëû íà÷èñëÿþòñÿ îòäåëüíî çà êàæäûé ïóíêò êàæäîé çàäà÷è;
êîëè÷åñòâî ýòèõ áàëëîâ ðàâíî êâàäðàòó êîëè÷åñòâà êîìàíä, îêàçàâøèõñÿ
íå â ñîñòîÿíèè ðåøèòü çàäà÷ó èç äàííîãî ïóíêòà.

Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû îëèìïèàäû áóäóò âûëîæåíû íà ñòðàíè-
öå vk.com/matan_2016 â ÷åòâåðã, 3 ìàðòà; â ýòîò æå äåíü â 17:30 â 501-ì
êàáèíåòå Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ (óë.Ñîôüè Êîâà-
ëåâñêîé, 16) ñîñòîèòñÿ òîðæåñòâåííàÿ àïåëëÿöèÿ. Äâàäöàòü îäíà òûñÿ÷à
øåñòüñîò ïÿòüäåñÿò ðóáëåé áóäóò ðàñïðåäåëåíû â ïÿòíèöó, 4 ìàðòà â
17:50 â àóäèòîðèè 532 ñëåäóþùèì îáðàçîì: 20% ïîëó÷èò êîìàíäà, çà-
íÿâøàÿ I ìåñòî; 80% ïîëó÷àò âñå1 êîìàíäû2.

Íèæå ñèìâîëàìè =, N, Q, R è C îáîçíà÷åíû çíàê ðàâåíñòâà è
ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ, ðàöèîíàëüíûõ, âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ
÷èñåë. Çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ ñèìâîëîâ óòî÷íÿéòå ïî òåëåôîíó 8-902-274-
01-86 ó Ãëåáà Äóáîñàðñêîãî, ïî e-mail gabdullin.mikhail@yandex.ru ó
Ìèõàèëà Ãàáäóëëèíà èëè ïî sms íà íîìåð 8-904-989-87-86 ó Ìèõàèëà
Ïàòðàêååâà.

Çàäà÷à 1. Ìîæíî ëè âîêðóã êàæäîé òî÷êè èç R2 îïèñàòü îêðóæ-
íîñòü, ñîäåðæàùóþ äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè èç Q2 ?

Çàäà÷à 2. Ïóñòü c ≠ 0 è a1, . . . , a2k−1 � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå
÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ òàêèå k ÷èñåë ai1 , . . . , aik , ÷òî
air− ais ≠ c ïðè r, s ∈ {1, . . . , k}.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f ∶ R → R èíòåãðèðóåìà è
å¼ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàâíî 0 ïðè x ⩽ 0, òî f ðàâíà íóëþ ïî÷òè
âñþäó. Îñòàíåòñÿ ëè óòâåðæäåíèå âåðíûì äëÿ ôóíêöèè f ∶ R→ C ?

Çàäà÷à 4. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ 0 < a < b âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà

+∞

∑
k=−∞

(−1)k eak

1 + ea+bk = 0 ?

1Âêëþ÷àÿ êîìàíäó-ïîáåäèòåëÿ.
2Ïðîïîðöèîíàëüíî íàáðàííûì áàëëàì.
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Çàäà÷à 5. Ôóíêöèÿ f ∶ R → R íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó â

òî÷êå a, åñëè
f(a) ⩽ lim

x→a
f(x).

Ôóíêöèÿ f ∶ R → R íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó, åñëè îíà ïîëó-
íåïðåðûâíà ñíèçó â êàæäîé òî÷êå.

(à) Ïîñòðîéòå ïîëóíåïðåðûâíóþ ñíèçó ôóíêöèþ, ìíîæåñòâî òî÷åê
ðàçðûâà êîòîðîé âñþäó ïëîòíî íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

(á) Ñóùåñòâóåò ëè ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó ôóíêöèÿ, ìíîæåñòâî òî-
÷åê ðàçðûâà êîòîðîé èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó?

(â) Ìîæåò ëè ìíîæåñòâî òî÷åê íåïðåðûâíîñòè ïîëóíåïðåðûâíîé ñíè-
çó ôóíêöèè èìåòü ìåðó íîëü?

(ã) Âåðíî ëè, ÷òî êàæäàÿ ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó ôóíêöèÿ èìååò òî÷-
êó íåïðåðûâíîñòè?

Çàäà÷à 6. ßâëÿåòñÿ ëè óðàëüñêèé êâàäðàò3 íåïðåðûâíûì îáðàçîì
âåùåñòâåííîé ïðÿìîé?

Çàäà÷à 7. Ïóñòü x0 > 0 è xn+1 ∶= ln(1 + xn). Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ
àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó:

xn =
2

n
+ 2 lnn

3n2
+O( 1

n2
), n→∞ .

Çàäà÷à 8. Èçìåðèìî ëè ïî Ëåáåãó îáúåäèíåíèå ïðîèçâîëüíîãî ñå-
ìåéñòâà êâàäðàòîâ4 ?

Çàäà÷à 9. Ïóñòü ak ⩾ 0 è
∞

∑
k=1

kak <∞. Äîêàæèòå, ÷òî

(à) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (kak)k óáûâàåò, òî lim
n→∞

n2
∞

∑
k=1

akn = 0 ;

(á) åñëè 63 = 53 + 43 + 33, òî lim
n→∞

n2
∞

∑
k=1

akn = 0 .

Çàäà÷à 10. Ñêîëüêî ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ áóêâ τ ìîæíî íà-
ðèñîâàòü íà ïëîñêîñòè, åñëè ïîä áóêâîé τ ïîíèìàòü íåïðåðûâíûé èíú-
åêòèâíûé îáðàç áóêâû ò ?

3òî åñòü ìíîæåñòâî [0,1]2 ∖Q2

4òî åñòü ìíîæåñòâ âèäà [x,x + a] × [y, y + a] ⊆ R2, ãäå a > 0
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