
ÇÀÄÀ×È ÊÎÌÀÍÄÍÎÉ ÎËÈÌÏÈÀÄÛ
ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÌÓ ÀÍÀËÈÇÓ

Êàæäóþ çàäà÷ó íóæíî ñäàòü íà îòäåëüíîì ëèñòå áóìàãè, îñòàâèâ íà
ëèñòå íàçâàíèå êîìàíäû è òåëåôîí äëÿ ñâÿçè. Ðåøåíèÿ ïðèíèìàþòñÿ â
ïîíåäåëüíèê, 8 äåêàáðÿ íà êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà íå ïîçäíåå
12:50. Áàëëû íà÷èñëÿþòñÿ îòäåëüíî çà êàæäûé ïîäïóíêò êàæäîé çàäà-
÷è. Ñòîèìîñòü îäíîãî ïîäïóíêòà ðàâíà êâàäðàòó êîëè÷åñòâà êîìàíä, íå
ðåøèâøèõ ýòîò ïîäïóíêò.

Äàëåå ñèìâîëàìè N, Z, Q è R îáîçíà÷åíû ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ,
öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ è âåùåñòâåííûõ ÷èñåë; ìû ñ÷èòàåì, ÷òî 0 ∈ N.
Âîïðîñû ïî ôîðìóëèðîâêàì çàäà÷ âû ìîæåòå çàäàòü Ãàáäóëëèíó Ìèõà-
èëó 8-950-648-78-65, Äóáîñàðñêîìó Ãëåáó 8-902-274-01-86 èëè Ïàòðàêååâó
Ìèõàèëó 8-904-989-87-86. Âîïðîñû ïî ïîäïóíêòó Â1 çàäà÷è 1 íå ïðèíè-
ìàþòñÿ, òàê êàê ïîíèìàíèå ôîðìóëèðîâêè ÿâëÿåòñÿ çàäàíèåì íà îáùóþ
ìàòåìàòè÷åñêóþ ãðàìîòíîñòü.

Çàäà÷à 0. Ìîæåò ëè áûòü íåñ÷¼òíûì ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ïåð-
âîãî ðîäà ôóíêöèè f : R→ R?

Çàäà÷à 1. Áóäåì íàçûâàòü íèæíèì ñïåêòðîì ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè π : N→ R ìíîæåñòâî{

∞∑
k=0

πnk
: πnk

áåñêîíå÷íà è íåñòðîãî óáûâàåò

}
⊆
(
R ∪ {−∞,+∞}

)
,

ãäå πn := π(n).

(À) Ðàçìèíêà. Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü π : N → R, íèæíèé
ñïåêòð êîòîðîé ðàâåí

(À1) êàíòîðîâó ìíîæåñòâó?

(À2) {0} ∪
(
[1,+∞) ∩Q

)
∪ {+∞}?

(À3) {0} ∪ (1, 2)?

(À4) (1, 2) ∩Q?

(À5) (0, 1] ∪ [2, 3]?

(À6) [0, 1) ∩Q?

(À7) {0} ∪
(
(1, 2) ∩Q

)
?

(À8) (0, 1)?
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(B) ×óòü ïîñëîæíåå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íèæíèé ñïåêòð êîòîðîé ðà-
âåí (0,+∞), íàçîâ¼ì áëàãîðîäíîé . Ñóùåñòâóåò ëè áëàãîðîäíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü π : N→ R òàêàÿ, ÷òî:

(B1) 2 + 2 = 4?

(B2) äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâî πn 6 1?

(B3) limn→∞ πn = 0?

(B4) çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {πn : n ∈ N} íåñ÷¼òíî?

(C) Ñóùåñòâóåò ëè áåñêîíå÷íîå ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî A ⊆ R òàêîå, ÷òî
êàæäàÿ áèåêöèÿ π : N→ A áëàãîðîäíà?

(D) Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü π : N → R, íèæíèé ñïåêòð êî-
òîðîé ñîäåðæèòñÿ â R, ñ÷¼òåí, áåñêîíå÷åí è ñîäåðæèò ñòðîãî óáû-
âàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü?

(Å) Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü π : N → R, íèæíèé ñïåêòð êî-
òîðîé íåñ÷¼òåí è íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ Q?

(F) Äëÿ êàæäîãî ëè îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊆ (0,+∞), ñîäåðæàùå-
ãî ñêîëü óãîäíî áëèçêèå ê íóëþ òî÷êè, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü π : N→ R, íèæíèé ñïåêòð êîòîðîé ðàâåí U ?

Çàäà÷à 2. Ìíîæåñòâî F ⊆ [0, 1] îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
äëÿ êàæäîé òî÷êè x èç (0, 1) ñóùåñòâóåò ñêîëü óãîäíî ìàëûé îòðåçîê
4 òàêîé, ÷òî x ∈ 4 è µ(F

⋂
4) > (µ4)/2, ãäå µ � ìåðà Ëåáåãà. Âåðíî

ëè, ÷òî µF = 1?

Çàäà÷à 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f : R→ R òî÷å÷íî ïåðè-

îäè÷åñêàÿ , åñëè äëÿ êàæäîãî x ñóùåñòâóåò ïåðèîä Tx > 0 òàêîé, ÷òî
f(x) = f(x+ kTx) ïðè âñåõ öåëûõ k.

(À) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f � íåïðåðûâíàÿ òî÷å÷íî ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ è ïðè ýòîì f íå êîíñòàíòà, òî ïðè ëþáîì âûáîðå ïåðèîäîâ
(Tx)x∈R ñïðàâåäëèâî inf

x∈R
Tx > 0.

(B) Îñòàíåòñÿ ëè ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå âåðíûì, åñëè îòêàçàòüñÿ îò
óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè f ?

(C) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé òî÷å÷íî ïåðèîäè÷å-
ñêîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.
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(D) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f � ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ òî÷å÷íî ïåðèî-
äè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è ïðè ýòîì f íå êîíñòàíòà, òî äëÿ ëþáûõ äâóõ
òî÷åê îòíîøåíèå ëþáûõ èõ ïåðèîäîâ ðàöèîíàëüíî.

(Å) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîé ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé òî÷å÷íî ïå-
ðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî èí-
òåðâàëîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ îíà ïåðèîäè÷åñêàÿ. Òî åñòü äëÿ
êàæäîãî èíòåðâàëà I íàéäåòñÿ âëîæåííûé â íåãî èíòåðâàë J òà-
êîé, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî TJ > 0 ñïðàâåäëèâî

∀x ∈ J ∀k ∈ Z
[
f(x) = f(x+ kTJ)

]
.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü A è B � âåùåñòâåííûå ñèììåòðè÷íûå ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû îäèíàêîâîãî ðàçìåðà. Äîêàæèòå, ÷òî îò-
íîøåíèå êâàäðàòè÷íûõ ôîðì xTAx è xTBx ìàêñèìàëüíî (ìèíèìàëüíî),
êîãäà x � ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû B−1A , ñîîòâåòñòâóþùèé åå íàè-
áîëüøåìó (íàèìåíüøåìó) ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è 1 6 r 6 n.
Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

∑
16m1<m2<...<mr6n

xm1xm2 · . . . · xmr 6

(∑n
k=1 xk

)r
r!

.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N \ {0} ñïðàâåäëèâî

π∫
0

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

sin kx

∣∣∣∣∣ dx = 1 +
n∑
k=1

1

k
.

Çàäà÷à 7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)n∈N ñòðîèòñÿ ïî ïðàâèëó

xn+1 =
2

xn + xn−1
.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ïðè ëþáûõ ïîëîæèòåëü-
íûõ x0 è x1, è íàéäèòå å¼ ïðåäåë.
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